8. Jonotusjarjestelmat

Sisalto

« Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
 M/M/1 (1 palvelija, o odotuspaikkaa)
 M/M/n (n palvelijaa,  odotuspaikkaa)




Yksinkertainen liikenneteoreettinen malli

» Asiakkaita saapuu keskimaarin nopeudella A (asiakasta per aikayks.)
— 1/\ = keskimé&arainen asiakkaiden véliaika

» Asiakkaita palvellaan n:lla rinnakkaisella palvelijalla

» Palvelija palvelee keskimaarin nopeudella M (asiakasta per aikayks.)
— 1hj = keskimaarainen asiakkaan palveluaika

» Liséksi jarjestelmassa on m odotuspaikkaa
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Puhdas odotusjarjestelma

« Aaretdon maara odotuspaikkoja (M = o)
— Yhtakaan asiakasta ei menetetd, vaan jos asiakkaan saapuessa kaikki
palvelijat ovat kaytdssa, ko. asiakas jaa odottamaan jarjestelman sisalle
palveluun paasya. Jarjestelma on siis estoton .

« Kayttajan kokeman palvelun laadun kannalta kiinnostava suure on esim

— todennakoisyys, etta asiakas joutuu odottamaan kauemmin kuin jokin
annettu referenssiaika (ts. “lian kauan”)
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Jonokuri

» Tarkastellaan yhden palvelijan (n = 1) jonotusjarjestelmaa
« Jonokuri (queueing discipline) kertoo, miten palvelua tarjotaan
systeemissa oleville asiakkaille
— palvellaanko kerrallaan yhta vai useampaa asiakasta

— jos kerralla palvellaan vain yhta asiakasta, missa jarjestyksessa asiakkaat
otetaan palveluun

— jos taas kerralla palvellaan useampaa asiakasta, miten palvelijan
kapasiteetti jaetaan palveltavien kesken

* Huom. Tietokonemaailmassa jonokuria vastaa kasite vuoronjako eli
skedulointi (scheduling)
» Maar. Jonokuria sanotaan tyonsailyttavaksi (work-conserving), jos

asiakkaita palvellaan taydella palvelunopeudella (1 aina, kun
systeemissé on asiakkaita

Erilaisia tyonséilyttavia jonokureja

e First In First Out (FIFO) = First Come First Served (FCFS)

— oletusarvoinen jonokuri

— tavallinen “jono”

— asiakkaita palvellaan yksi kerrallaan (taydella palvelunopeudella )

— palvelu kohdistuu aina siihen asiakkaaseen, joka on odottanut pisimpaan
e Last In First Out (LIFO) = Last Come First Served (LCFS)

— “pino” (stack)

— asiakkaita palvellaan yksi kerrallaan (taydella palvelunopeudella )

— palvelu kohdistuu aina siihen asiakkaaseen, joka on odottanut lyhimp&éan
* Processor Sharing (PS)

— tasapuolinen palvelu eli “reilu jonotus” (fair queueing)

— kaikkia systeemissa olevia asiakkaita palvellaan yhtaikaa

— kun systeemissa on i asiakasta, kukin naista saa i:nnen osan palvelusta

(ts. kutakin naista palvellaan nopeudella /i)




Sisalto

« Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
 M/M/1 (1 palvelija, o odotuspaikkaa)
e M/M/n (n palvelijaa,  odotuspaikkaa)

M/M/1 jono

» Tarkastellaan seuraavanlaista yksinkertaista liikenneteoreettista mallia:
— &aretdn maara riippumattomia kayttajia (kK = oo)
— saapumisten valiajat IID noudattaen EXp(A\)-jakaumaa odotusarvonaan 1/A
« saapumisprosessi on siis Poisson-prosessi intensiteettindan A
— yksi palvelija (n = 1)
— palveluajat 11D noudattaen EXp(|L)-jakaumaa odotusarvonaan 1/u
— aaretbn maara odotuspaikkoja (m = oo)
— oletusarvoinen jonokuri: FIFO
e Huom.

— Kendallin merkinnailla kyseessa on M/M/1 -jonomalli
(tarkemmin sanottuna M/M/1-FIFO)

* Merkinta:
—  p= M = (likenne)kuorma




Kiinnostavia satunnaismuuttujia

X = systeemissa olevien asiakkaiden Ikm eli jonon pituus
mielivaltaisena ajanhetkena (tasapainotilanteessa)

X* = systeemissa olevien asiakkaiden Ikm eli jonon pituus
(tyypillisen) asiakkaan saapumishetkella

W = (tyypillisen) asiakkaan odotusaika
S= (tyypillisen) asiakkaan palveluaika
D =W + S= (tyypillisen) asiakkaan systeemissaoloaika eli viive

Tilasiirtymékaavio

Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden lkm:aa X(t) ajan t funktiona
— Oletetaan, etta X(t) =1 jollakin hetkella t
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:

« tn:lla Ah + o(h) systeemiin saapuu uusi asiakas
(aiheuttaen tilasiirtyman i — i +1)
« jos i >0, niin tn:lla ph + o(h) palvelussa olevan asiakkaan palvelu
paattyy (aiheuttaen tilasiirtymani — i —1)
Prosessi X(t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtymékaavionaan
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Huom . Prosessi X(t) on pelkistyméaton sk-prosessi aarettomalla
tila-avaruudella S={0,1,2,...}
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Tasapainojakauma (1)

« L&hdetaan liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtaloista:
7il = Tih (LBE)
O T4y =77 = pT
0 m=pm, i=012,...

* Sovelletaan sitten jakaumaehtoa:

SH=my o =1 (N)
i=0 i=0

-1
= S :1)1: — '
O m Ezopg (l_p 1-p, Josp<l1 .

Tasapainojakauma (2)

 Stabiilille systeemille (siis kun p < 1) systeemissa olevien asiakkaiden
lkm X noudattaa tasapainotilanteessa siis geometrista jakaumaa :

p<1 0 X OGeom()
P(X=i}=m =(1-p)p', i=012,..

- P 2 - P
EIX1= 55, OAXI= 2

e Huom.
— Tulos péatee kaikille tyonsailyttaville  jonokureille (FIFO, LIFO, PS, ...)
— Ns. symmetrisille jonokureille (kuten LIFO ja PS mutta ei FIFO)
tulos on insensitiivi  palveluajan jakauman suhteen

— Sen sijaan FIFO-jonokuria noudatettaessa jopa odotusarvo E[X]

vaihtelee palveluajan jakauman mukaan 1




Keskimé&arainen jonon pituus E[X] kuorman p funktiona
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Keskimaarainen systeemissaoloaika

Merkitdan D:lla asiakkaan systeemisséoloaikaa eli viivetta
— sisdltaen seka odotusajan W etta palveluajan S D =W+ S
Sovelletaan Littlen kaavaa: E[X] = AE[D]. Nain ollen patee

_EX]_1P 1121 - 1
SN S e i =y

Huom.

— Keskiméaarainen viive on sama kaikille tyonsailyttaville jonokureille (FIFO,
LIFO, PS, ...), mutta viiveen jakauma (ja siten esim. varianssi) sen sijaan
riippuu kaytetysta jonokurista
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Keskimé&arainen viive E[D] kuorman p funktiona
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Keskimaarainen odotusaika

Merkitaan W.lla asiakkaan odotusaikaa
Koska W=D — § odotusajan odotusarvolle patee

E[W] =E[D]-E[S]= [ G% - =705

Huom.

— Keskimaarainen odotusaika on sama kaikille tyonsailyttaville jonokureille
(FIFO, LIFO, PS, ...), mutta odotusajan jakauma (ja siten esim. varianssi)
sen sijaan riippuu kaytetysta jonokurista
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Odotusajan jakauma (1)

* Merkitadn X*:lla systeemissa olevien asiakkaiden lkm:aa asiakkaan
saapumishetkella

« PASTA-ominaisuuden nojalla: P{X* = i} = P{X =i} =T
« Oletetaan nyt, ettd X* = |

— Odottavien asiakkaiden palveluajat S,,...,S ovat IID ja DEXp(u)

— Eksponenttijakauman unohtavaisuusominaisuuden nojalla myods palvelussa
olevan asiakkaan jéljellaoleva palveluaika S;* OEXp(U) (muista
palveluajoista riippumatta)

— FIFO-jonokurista seuraa, etta W=S* +S,+ ... + §

— Tarkastellaan Poisson-prosessia T,,, missa T; = §;* ja
T,=§*+S,+ ... +§, N2 2 Koska X* = i, niin patee W>t < T, >t

S* .S, S, . S ,§

1 1 1
T, T T3 Ti-lT T;

17

o—»r
~—+

Odotusajan jakauma (2)

« Koska lisaksi W=0 = X* =0, saamme kaavat:

P(W =0} =P{X*=0} =7 =1- p

P{W >t} = %P{W>t|X*=i}P{X*=i}

=1
= zP{r. >t}7 = zP{r. >t}(1- p) o'
=il =il

« Olkoon sitten A(t) plsteprosessia T,, vastaava laskuriprosessi
— Selvastikin T; >t « A(t) <i-1
— Toisaalta tiedetaan, etta A(t) JPoisson |(1t) Nain ollen

P{r; >t} = P{A() <i -1 = z(‘“’
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Odotusajan jakauma (3)

* Yhdistamalla edellisen kalvon kaavat, saamme lopulta

P{W >t} = ZP{T.>t}(1 p)p

=1
oo -1 :
—1] =0

]1=0 I=j+1
=pY (ﬂtﬁ)‘ e Ht =y Pt — 1 o= H(I=P)t
j=0 *
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Odotusajan jakauma (4)

Nain ollen odotusaika W jakautuu kuten kahden riippumattoman sm:n
J OBernoulli(p) ja D OEXxp@(1 — p)) tulo: W=JD

P(W=0=P{J=0} =1- p

P(W >t} =P{J =1,D >t} = pl& “&=A >0
_ — —_ 1P

E[W] = E[J]E[D] = p k-%

— — _ 20
E[W?] = P{J =3 E[D?] = pO 13
(1 P2 u? @-p)?

DW] = E[W?] - E[W] -12Bf"2 ¢
p? (1-p)?
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Sisalto

Kertausta: yksinkertainen liikkenneteoreettinen malli
M/M/1 (1 palvelija, o odotuspaikkaa)
M/M/n (n palvelijaa, o odotuspaikkaa)
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M/M/ n jono

Tarkastellaan seuraavanlaista yksinkertaista liikenneteoreettista mallia:
— &aretdn maara riippumattomia kayttajia (kK = oo)
— saapumisten valiajat IID noudattaen EXp(A\)-jakaumaa odotusarvonaan 1/A
« saapumisprosessi on siis Poisson-prosessi intensiteettindan A

aarellinen maara palvelijoita (N < oo)
palveluajat 11D noudattaen Exp(u)-jakaumaa odotusarvonaan 1/u

aareton maara odotuspaikkoja (m = o)
oletusarvoinen jonokuri: FCFS
Huom .

— Kendallin merkinnailla kyseessa on M/M/n -jonomalli
(tarkemmin sanottuna M/M/n -FCFS

Merkinta:
- p=A(ny) = (likenne)kuorma
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Tilasiirtymékaavio

« Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden lkm:aa X(t) ajan t funktiona
— Oletetaan, etta X(t) =1 jollakin hetkella t
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:

« tn:lla Ah + o(h) systeemiin saapuu uusi asiakas
(aiheuttaen tilasiirtyman i — i +1)

e jos i >0, niin tn:la min{i,n} [th + o(h) jonkun palvelussa olevan
asiakkaan palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiirtymani — i —1)

« Prosessi X(t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtyméakaavionaan

A
O e ==
e — «— -« -« «—
M 2 nu Ny nu

¢ Huom. Prosessi X(t) on pelkistymatdn sk-prosessi aarettomalla
tila-avaruudella S={0,1,2,...}
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Tasapainojakauma (1)
« Lokaalit tasapainoyhtalot tapauksessa i < n:
7id = g (i + D) (LBE)
. = A =P
U gpa = i+’ Tl
[
0 7="0p i=01...n
I!
 Lokaalit tasapainoyhtalot tapauksessa i = n:
7iA = T (LBE)
— A —
U 74 = nu i =P
_ i-n. _ i-n(np)" _ _ nn,Oi L _
U m=p "my=p = o, | =n,n+1...24




Tasapainojakauma (2)

Jakaumaehto:

> 7 =ﬂogil(”ﬁ)i+ > ”p%l Ny
=0 =0 I=n
] Ty = %Z (n,O) (n,O) zp E

_ (np) (no) _ :
_%72 n'(l—p)E _a+,8’ Jjosp<1

n
Merkinta: a = z (”'0), 'an(l?io—))
i= Al
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Tasapainojakauma (3)

Stabiilille systeemille (siis kun p < 1 eli A < ny) systeemissa olevien
asiakkaiden lkm:n X tasapainojakauma on siis seuraavanlainen:

p<1l 0
(np)' - 1
=, 1=0],
P{><=i}=ni:mmn”pi b
] n %’ I=nn+1
n=1: a=1, ,8—1,0 Ty = aiﬁ =1-p
_2p° -1 _1p
n=2: a=1+2p, = Ty =

1 o’ a+f  1+p

26




Todennakadisyys joutua odottamaan

Merk. py/lla tn:tta, ettéd saapuva asiakas joutuu odottamaan, ja X*:lla
systeemissa olevien asiakkaiden [km:aa asiakkaan saapumishetkella

e Saapuva asiakas joutuu odottamaan tasmalleen silloin, kun kaikki
palvelijat ovat varattuja hanen saapuessaan, joten

pw = P{X*=n}

« PASTA-ominaisuuden nojalla: P{X* = i} = P{X =i} = 1t. N&in ollen

W P{X*>n}—2n ZﬂoL nD(np) A

= n(-p) ~ a+p
n=1:. py=p
2

n= 2 RN 1fp 27

Keskimaarainen odottavien asiakkaiden Ikm

« Merkitaan X\\/Ila odottavien asiakkaiden lkm:aa mielivaltaisena
ajanhetkena (tasapainotilanteessa). Talloin
(0

EXw] = 3 (-7 =7 ,ﬁ?f_’;.Z(i -n){@-p)p' "

I=n

_ P
_p\Nqu

p _p°
n=1: E[XW]=RN%:1—p
— . 2p3
n=2: E[Xw]= p\NQ— 1+,0D1‘:0 1-p?

28




Keskimaarainen odotusaika

o Merkitaan W:lla asiakkaan odotusaikaa
« Sovelletaan Littlen kaavaa: E[X,,] = AE[W]. Néin ollen péatee

=1 E =1 =1P
" W= 55150

2
=2 E -1 Pw -1 ]7'0
" (Wi M 21=p) U -p2
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Keskimaarainen systeemissaoloaika

« Merkitaan D:lla asiakkaan systeemissaoloaikaa eli viivetta
— sisdltaen seka odotusajan W etta palveluajan S D =W+ S
e Talloin

E[D] = E[W] +E[S] =i%+lﬁz pw BL 5+
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Keskimaarainen systeemissaolevien asiakkaiden Ikm

o Merkitaan X:lla odottavien asiakkaiden lkm:&aa mielivaltaisena
ajanhetkena (tasapainotilanteessa)

« Sovelletaan Littlen kaavaa: E[X] = AE[D]. Nain ollen patee

— — A A — P
E[X]=ALE[D] = Pw gyt =P, +no

n=1: E[X]=pw G2 +p=p02 +p=1"
5. IREY. 20 4P 5y 20
n=2: E[X]= %+2p +p%+2p 12
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Odotusajan jakauma (1)

* Merkitadn X*:lla systeemissa olevien asiakkaiden Ikm:aa asiakkaan
saapumishetkella

e Saapuva asiakas joutuu odottamaan tasmalleen silloin, kun X* > n.
Tama tapahtuu tn:lla py,.

e Oletetaan nyt, etta X*=12>n

— Koska kaikki palvelijat ovat kayttssa ainakin siihen asti, kunnes ko. saapu-
va asiakas lopulta pdasee palveluun, systeemi nayttaa hanen kannaltaan

sellaiselta M/M/1 jonolta, jonka palvelunopeus on Nl (ja kuorma p)

— Merk. X* :lla systeemissa olevien asiakkaiden lkm:&a asiakkaan saapumis-
hetkella ja W’:lla asiakkaan odotusaikaa téllaisessa M/M/1 jonossa. Talldin

P{W =0} =1- py
P{W >t} = P{X* = n} P{W >t | X* >}

= py P{W'>t| X* =1} = pyy e W=t 50,




Odotusajan jakauma (2)

» Nain ollen odotusaika W jakautuu kuten kahden riippumattoman sm:n
J OBernoullipy) ja D’ DExp(u(1 - p)) tulo: W= JD’

P(W =0} =P{J=0} =1- py
P(W >t} =P{J=1D'>t} = p\,\,@‘”ﬁ‘(l‘mt, t>0

EW] = ELITELDT = Pw G- H%

E[W?] = P{J =B E[D"*] = py O =1 D
R (1 p? 42 (1—p)

D[W] = E]W?] - E[w]? = L (P e=hw)
u?  n?(1-p)?
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Esimerkki (1)

« “Kirjoitinongelma”
— Tarkastellaan seuraavia vaihtoehtoisia konfiguraatioita:
« Yksi nopea kirjoitin (11D printtausajat LJEXp(2u))
- Kaksi hidasta kirjoitinta rinnakkain (11D printtausajat [JEXp())
— Optimointikriteeri: minimoi keskimaarainen printtausviive E[D]
« Yksi nopea kirjoitin (M/M/1 jonomalli kuormana p = A/(2)):

E[D1]=21ﬂq_17

« Kaksi hidasta kirjoitinta (M/M/2 jonomalli kuormana p = A/(2)):

- 111 _ — 2
E(021 = £ 2, = 4, G ey = ELDUGE, > ELDA
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8. Jonotusjarjestelmat

Esimerkki (2)

1
0.8
0.6
E[D,)/E[D
[DAVED,] ,
0.2
0
0.2 0.4 0.6 0.8
kuorma p
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8. Jonotusjarjestelmat
THE END
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