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Otosavaruus, alkeistapaus, tapahtuma

Otosavaruus Q (sample space) on kaikkien mahdollisten alkeis-
tapausten  (sample) muodostama joukko, w [ Q

— Esim. 0. Rahanheitto: Q = {H,T}

— Esim. 1. Nopanheitto: Q ={1,2,3,4,5,6}

— Esim. 2. Asiakkaiden lkm jonossa: Q ={0,1,2,...}

— Esim. 3. Asiakkaan palveluaika (esim. minuutteina): Q = {x [ O | x> 0}
Tapahtumat A,B,C,...(events) ovat otosavaruuden Q mitallisia
osajoukkoja, A,B,C,.... 1 Q

— Esim. 1. “Nopanheitossa parillinen luku”: A = {2,4,6}

— Esim. 2. “Jono tyhja”: A = {0}

— Esim. 3. “Asiakkaan palvelu kestaa yli 3 minuuttia”: A={x 0 0O | x> 3.0}
Merkitaan J/:1la kaikkien tapahtumien A joukkoa, A [1

— Varma tapahtuma : otosavaruus Q [ J itse

— Mahdoton tapahtuma : tyhja joukko [ [1 7

Tapahtumien yhdistely
Yhdiste (union) “A tai B”: AOB={wlQ|wlAtaiwl B}
Leikkaus (intersection) “AjaB= An B={w0Q|wAjaw B}
Komplementti (complement) “ei A”: A={w0Q|wOA}

Tapahtumat A ja B ovat toistensa poissulkevia (disjoint), jos
— AnB=1]

Kokoelma tapahtumia { B, B,, ...} muodostaa tapahtuman A

osituksen (partition), jos
— (i) B;n B; =0 kaikilla i # | A
- (@)U, B=A




Todennakoisyys

Tapahtuman A todennakoisyytta (tn, probability) merkitaan P(A):lla,
P(A) O[0,1]

— Todenn&ksisyysmitta P on siis ns. joukkofunktio, P: § — [0,1]
Ominaisuuksia :

- (i) 0sPA)<1

- (i) P(@=0

- (i) P(Q)=1

- (iv) P(A=1-P(A)

- (v P(AOB)=P(A) +P(B)-PAn B)

- (vi) AnB=0=PAOB)=P(A) +P(B)

—  (vii) kokoelma {B;} on tapahtuman A ositus = P(A) = 2, P(B))

— (viii) ADB= P(A) <P(B)

Ehdollinen todennékaisyys

« Oletetaan, etta tapahtumalle B: P(B) >0

Maar. Tapahtuman A ehdollinen todennakdisyys (conditional
probability) ehdolla B on

P(An B)

P(A|B):p(B)

Seuraus:

P(An B)=P(B)P(A|B)=P(A)P(B|A)




Kokonaistodennakoisyyden kaava

Olkoon kokoelma { B;} otosavaruuden Q ositus
Talloin kokoelma { A n B;} on tapahtuman A ositus, joten (kts. kalvo 5)

(vii)
P(A) = X P(An B)

Oletaan liséksi, etta P(B;) > O kaikilla i. Talléin (kts. kalvo 6)

P(A)=2,; P(B)P(A[B)

Tata kutsutaan
kokonaistodennékdisyyden kaavaksi

Bayesin kaava

Olkoon kokoelma { B;} otosavaruuden Q ositus
Oletetaan, etta P(A) > 0 ja P(B;) > O kaikilla i. Talldin (kts. kalvo 6)

|y = P(ANBY) _ P(B)P(AB)
PEIA="pm = e

Nain ollen, kokonaistodennakéisyyden kaavan nojalla (kts. kalvo 7),

P(Bi)P(AB)
P(Bi | A) =
B1A =5 Pe)peas))
Taté kutsutaan Bayesin kaavaksi
— tnksia P(B;) kutsutaan tapahtumien B, a priori todennékdisyyksiksi

— tnksia P(B;]A) taas sanotaan tapahtumien B; a posteriori todennakoisyyk-

siksi (ehdolla, etta tapahtuma A tapahtui)
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Tilastollinen riippumattomuus

Maar. Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia (independent), jos

P(An B) =P(A)P(B)

Seuraus:

— P(AnB) _ P(A)P(B) _
P(Al B) - P(B) - P(B) - P(A)

Vastaavasti:

— P(AnB) _ P(A)P(B) _
P(B | A) = P(A) - P(A) - P(B)

Satunnaismuuttujat

Maar. Reaaliarvoinen satunnaismuuttuja X (sm, random variable) on
mitallinen kuvaus otosavaruudesta Q reaalilukujen joukkoon [,
X Q- [
— jokaiseen alkeistapaukseen w [J Q liitetaén reaaliluku X(w)
Mitallisuus (measurability) tarkoittaa, etta kaikki tyyppia

{X<K: HwlQ| X(w)sx 0Q

olevat otosavaruuden joukot kuuluvat tapahtumien joukkoon ¢, ts.

{X<x}p O7

Tapahtuman “X < X" tn on siten P{ X < X}
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EsimerkKi

Rahaa heitetdéan kolme kertaa perakkain
Otosavaruus:

Q={(awy, @y, w3) | LH, T}, 1=1,2,3

Olkoon X satunnaismuuttuja, joka kertoo klaavojen (T = tails) Ikm:n

naissa kolmessa heitossa:

@ |HHH[HHT [HTH|[THH|HTT | THT | TTH

TTT

Xw | 0 | 1| 1| 1] 2] 2] 2
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Tapahtuman indikaattori

Olkoon A [ # mielivaltainen tapahtuma

Maar. Satunnaismuuttujaa 1,, joka maaritellaan kaavalla
(1, wOA
Ia(w) =
0, wUA

sanotaan tapahtuman A indikaattoriksi (indicator)
Selvastikin:

P{1p =3 =P(A)
P{15 =0} = P(A®) =1- P(A)
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Kertymé&funktio

Maar. Sm:n X kertymafunktio (kf, cumulative distribution function) on
kuvaus Fy: O - [0,1], joka maéritelldén kaavalla

Fx (X)=P{ X <x}

Kf maaraa taydellisesti ko. sm:n jakauman (distribution)
— so.tnt P{XOB}, missaB Oja{XOB} OJ
Ominaisuuksia :
— (i) Fyonkasvava

— (i) Fx(~)=0 |
- (V) Fy(e)=1 - X

. 1
— (it) Fyon oikealta jatkuva Fx(X) '/__

Satunnaismuuttujien tilastollinen riippumattomuus

Maar. Sm:t X ja Y ovat rippumattomia , jos kaikilla X ja 'y
P{X<XY<y}=P{X<xXP{Y <y}

Maar. Sm:t X,,..., X, ovat taydellisesti riippumattomia , jos
kaikilla i ja X;

P{X1 <X, Xy S Xt = P{X1 %4} P{ X[y € X}
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Riippumattomien satunnaismuuttujien maksimi ja minimi

Olkoot sm:t X,..., X, taydellisesti riippumattomia

Merkitaan XM&X:= max{X,,..., X} . Talloin

P{XM™<xd =P{X;€X,..., X <%
=P{ X1} P{ XX
«  Merkitaan XM := min{X,..., X} . Talloin
P(XMN > =P{X; > X,..., X, > %
=P{Xy>% - P{ X >
15
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Diskreetit satunnaismuuttujat

Maar. Joukkoa A L1 [ sanotaan diskreetiksi (discrete), jos se on
— aarellinen, A={X,,..., X}, tai
— numeroituvasti aareton, A = {X;, X,,...}.

Maar. Sm X on diskreetti , jos on olemassa sellainen diskreetti joukko
S U, etté

P{X 0Sy}=1
Seuraus:
~ P{X=x} 20 kaikilla x 0 Sy
- P{X=x} =0 kaikilla x [I S¢
Joukkoa Sy sanotaan sm:n X arvojoukoksi
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Pistetodennékoisyysfunktio

Olkoon sm X diskreetti
Sm:n X jakauman maaraavat pistetodennakdisyydet  p;,

b =P{X =X} % DSy

Maar. Sm:n X pistetodennakoisyysfunktio  (ptnf, probability mass
function) py: O — [0,1] mé&éritellaan kaavalla

i, X=X Sy
X):=P{X =X} =
px (%) = H Y {0, XISy
Kf on tassa tapauksessa seuraava porrasfunktio:
Fx()=FX<sx= >p
11X <X
18




EsimerkKi

» | |
»

| I | |
I I I I
X, Xp XgXg Xg  Xp X34

pistetodennakdisyysfunktio (ptnf)

Sk = {Xq, Xo1 X3, Xg}

kertymafunktio (kf)

v
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Diskreettien satunnaismuuttujien riippumattomuus

Diskreetit sm:t X ja Y ovat riippumattomia, jos ja vain jos
kaikilla x; [ Sy ja Y] OSy

PIX=%,Y =yj} =P{X =x}PY =yj}
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Odotusarvo

Maar. Sm:n X odotusarvo (mean, expectation) maaritelladn kaavalla

px =EX]= YRX=xK= > px(X)Xx=2 piX
xUSx XUSx |

— Huom. 1. Odotusarvo on (hyvin) maaritelty vain, jos 2; p;|X| < o

— Huom. 2.Jos ¥ 20 ja 2; p;% = oo, niin voidaan merkita E[X] = o

Ominaisuuksia :
— () cO0O = E[cX =cHX]
- (i) E[X+Y] =E[X] + E[Y]
— (i) Xja Yriippumattomia = E[XY] = E[X]E[Y]
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Varianssi

Maar. Sm:n X varianssi (variance) maaritellaan kaavalla

0% = D?[X]:=Var[X]:= E[(X - E[X])?]

Kateva kaava (todista!):

D?[X] = E[X?] - E[X]?

Ominaisuuksia :
- () cO0 = D¥cX =c?DX]
— (i) Xja Yriippumattomia = DX + Y] =DZX] + D{V]
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Kovarianssi

Maar. Sm:ien X ja Y valinen kovarianssi (covariance) maar. kaavalla

0%y =Co[ X, Y] := E[(X = E[X])(Y - E[Y])]

Kateva kaava (todista!):

Cov[X,Y] = E[XY] - E[ X]E[Y]

Ominaisuuksia :
- (i) Cov[XX] =Var[X]
— (i) Cov[X,Y] =CovV[Y,X]
— (i) Cov[X+Y,Z] = Cov[X,Z] + CoV[Y,Z]
— (iv) Xja Yriippumattomia = Cov[X,Y] =0
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Muita jakaumaan liittyvia tunnuslukuja

Maar. Sm:n X hajonta (standard deviation):

oy :=D[X]:=+/D?[X]

Maar. Sm:n X variaatiokerroin (coefficient of variation):

D[X]

x = C[X]:= E[X]

Maar. Sm:n X ks momentti (moment), k=1,2,..:

1§ = E[XX]
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Riippumattomien satunnaismuuttujien keskiarvo

Olkoot sm:t X4,..., X, riippumattomia ja samoin jakautuneita (/D)
odotusarvonaan [ ja varianssinaan 0?2
« Merkitddn naiden sm:ien keskiarvoa (sample mean) seuraavasti:

B n
Xn 1=ﬁZXi
=

« Talldin (todista!)
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Suurten lukujen laki (SLL)

» Olkoot sm:t Xy,..., X, riippumattomia ja samoin jakautuneita (11D)
odotusarvonaan M ja varianssinaan 0?2

« Heikko suurten lukujen laki : kaikilla € >0

P{| Xn-upP e -0
» Vahva suurten lukujen laki : todennakoéisyydella 1

Xn - U

26
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Bernoulli-jakauma

X OBernoull(p), p(0,1)

— kuvaa yksittaisté satunnaiskoetta, jonka tuloksena
joko onnistuminen (1) tai epaonnistuminen (0); vrt. rahanheitto

— onnistuminen tn:lla p (ja epaonnistuminen tn:lla 1 — p)
Arvojoukko: S, ={0,1}
Pistetodennoéisyydet:

PX=0=1-p, P[X=LF=p

Odotusarvo: E[X] =(1-p)0+pd=p
Toinen momentti: E[X?] = (1 - p)02 + pl12=p
Varianssi: DA[X] = E[X?] - E[X]2=p - p?=p(1 - p)
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Binomijakauma

X OBin(n, p), n{32,...}, p0d(0,1)

— onnistumisten |km n:ssa perattaisessa ja toisistaan rippumattomassa
satunnaiskokeessa; X = X; + ... + X (miss& X; OBernoulli(p))

— N = satunnaiskokeiden Ikm (

in): i!(nnli)!

n'=n[{n-1)---20

— P = onnistumisen tn yksittaisessa satunnaiskokeessa
Arvojoukko: S, ={0,1,...,n}

Pistetodennékoisyydet:
P(x =i} = (7o' @- p)-

Odotusarvo: E[X] = E[X{] + ... + E[X ] =np
Varianssi: DYX] = DZ[Xl] +...+ D2[Xn] =np(1 - p) riippumattomuus!
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Geometrinen jakauma

X OGeon(p), pU(0,))

— perakkaisten onnistumisten Ikm ennen ensimmaista epaonnistumista
(sarjassa peréakkaisia ja toisistaan riippumattomia satunnaiskokeita)

— P = onnistumisen tn yksittaisessa satunnaiskokeessa
Arvojoukko: S, ={0,1,...}
Pistetodennékdisyydet:

P{X =i} = p' (L~ p)

Odotusarvo: E[X] =3 ip'(1 - p) = p/(1 - p)
Toinen momentti: E[X?] = 3; i%p'(1 - p) = 2(p/(1 - p))? + p/(1 - p)
Varianssi: D4[X] = E[X4] - E[X]? = p/(1 - p)?
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Geometrisen jakauman unohtavaisuusominaisuus

» Geometrisella jakaumalla on ns. unohtavaisuusominaisuus
(memoryless property): kaikillai,j [1{0,1,...}

P{X=i+||X=i} =P{X = |}

e Todista!
— Ohje: Todista ensin, etta P{X >} = pi

31

Geometrisesti jakautuneiden satunnaismuuttujien minimi

« Olkoot sm:t X; IGeom,) ja X, 1Geomf,) riippumattomia
o Tall6in

X M = min{ X4, X5} DGeon(p;py)
ja
min_yy_- 1-P
PIXT =X} =120, 10{L2

 Todistal
— Ohje: Kts. kalvo 15

32




Poisson-jakauma

X OPoissorfa), a>0

— binomijakauman rajatapaus, kunn — o jap — Ositen, etta np —» a

Arvojoukko: S, ={0,1,...}

Pistetodennakoisyydet:

Odotusarvo: E[X] = a
Toinen momentti: E[X(X -1)] = a2 = E[X¥ =a? + a
Varianssi: DZ[X] = E[X?] - E[X]2=a

P{X =i} =2 ¢

33

EsimerkKi

Oletetaan, etta

— paikalliskeskukseen on kytkettyna 200tilaajaa

— yksittaisen tilaajan ominaisliikenne on 0.01erlangia
— tilaajat toimivat toisistaan riippumattomasti

Tallin kaynnissaolevien puhelujen Ikm X [OBin(200,0.01)
Vastaava Poisson-approksimaatio: X = Poisson(2.0)
Pistetodennékdisyyksien vertailua:

0 1 2 3 4 5
Bin(200,0.01) .1326 .2679 .2693 .1795 .0893 .0854
Poisson(2.0), .1358 .2701 .2701 .15104 .0902 .0B61

34




Poisson-jakauman ominaisuuksia

(1) Summa: Olkoot sm:t X; [JPoissond) ja X, LJPoissong,)
riippumattomia. Tallin

X1+ X5 OPoissorfay +ay)

(i) Satunnaisotanta : Olkoon X [1Poissong) alkioiden Ikm (jossakin
satunnaisen kokoisessa joukossa). Valitaan naista alkioista
satunnainen osajoukko (jokainen yksittdinen alkio otetaan mukaan
tn:lla p), jonka kokoa merkitaéan Y:lla. Tallgin

Y OPoissorfpa)

(ii1) Satunnaislajittelu : Olkoot sm:t X ja Y kuten ylla. Merk. Z=X-Y.
Talloin Y ja Z ovat riippumattomia (ehdolla, ettéa X:4a ei tunneta),

Y OPoissorfipa) ja Z [Poissorfi(1- p)a)

35
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Jatkuvat satunnaismuutujat

Maar. Sm X on jatkuva (continuous), jos on olemassa sellainen
integroituva funktio fy: O — [, etta kaikilla X [J [] patee

Fx (X):=P{X<x= [fx(y)dy

Funktiota fy sanotaan sm:n Xtiheysfunktioksi (tf, probability density
function)

— Joukkoa S, missa fy >0, sanotaan sm:n X arvojoukoksi
Ominaisuuksia :

— (i) P{X=x} =0 kaikillax O O

~ (i) P{la<X<b} =P{asX<b} = [Pf(x) dx

— (i) P{XOA} = [, f,(x) dx

— (iv) P{XO O} = [, f(x) dx= ISX fo(x) dx=1 37
Esimerkki
A fX(X) A FX(X)
___________________ 1
| | | X | | X
X X X ] X X % ]
tiheysfunktio (tf) kertymafunktio (kf)
Sk = (Xq, X3)

38




Odotusarvo ja muita jakaumaan liittyvia tunnuslukuja

e Maar. Sm:n X odotusarvo (mean) madaritellaan kaavalla
(00]
My = E[X]:= [fyx(¥)xdx
—00

— Huom. 1. Odotusarvo on (hyvin) maaritelty vain, jos J_oo°° f(X)X] dx < o0

— Huom. 2.Jos S, =01, ja f0°° f (X)X = o0, niin voidaan merkita E[X] = oo
— Jatkuvan sm:n odotusarvolla on samat ominaisuudet kuin diskreetin sm:n
odotusarvolla (kts. kalvo 21)
* Muut jakaumaan liittyvéat tunnusluvut (varianssi, kovarianssi,...)
maaritelladn odotusarvon avulla tdsmaélleen samoin kuin diskreetin
sm:n tapauksessa

— Nain ollen my6s naiden tunnuslukujen ominaisuudet sailyvat
(kts. kalvot 22-24)

39
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Tasajakauma

X OU(a,b), a<b

— jatkuva vastine nopanheitolle (kaikki arvot “yhta todennakaisia”)
Arvojoukko: Sy = (a,b)
Tiheysfunktio (tf):

fx(x):b_la, x0(a,b)
Kertyméafunktio (kf):

Fy (X):=P{X < x} :é%g‘, x(a,b)

Odotusarvo: E[X] = [,? x/(b - &) dx= (a + b)/2
Toinen momentti: E[X?] = [,° x%/(b — &) dx= (a® + ab + b%)/3
Varianssi: DZ[X] = E[X4] - E[X]?2 = (b — a)¥12
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Eksponenttijakauma

X OExp(A), A>0

— geometrisen jakauman jatkuva vastine (“epaonnistuminen” tn:lla = Adt)
Arvojoukko: Sy = (0,00)
Tiheysfunktio (tf):

fy (X) =A™, x>0
Kertyméfunktio (kf):
Fy (X):=P{X <X} =1-e™ x>0
Odotusarvo: E[X] = J;> Ax exp(-Ax) dx= 1/A

Toinen momentti: E[X?] = f0°° M2 exp(-Ax) dx = 2/A\2
Varianssi: DA[X] = E[X3] -E[X]%2 = 1/A\2

42




Eksponenttijakauman unohtavaisuusominaisuus

Eksponenttijakaumalla on ns. unohtavaisuusominaisuus
(memoryless property): kaikilla X,y [ (0,00)

P{X>x+y|X>x =P{X >y}

Todista!
— Ohje: Todista ensin, ettd P{X>x} = e™X

Sovellus:
— Oletetaan, ettd puhelujen pitoajat ovat eksponentiaalisesti jakautuneita
odotusarvonaan h minuuttia
— Tarkastellaan puhelua, joka on jo kestanyt ajan X minuuttia.

Unohtavaisuusominaisuuden nojalla talla ei ole mitdan merkitysté puhelun
jaljella olevan keston kannalta: keskimaarin tallainen puhelu kestéaa viela

h minuuttia (siis X + h minuuttia kaikenkaikkiaan)!
43

Eksponentiaalisesti jakautuneiden satunnaismuuttujien minimi

« Olkoot sm:t X; OEXp(A,) ja X, DEXp(A,) riippumattomia .
o Tall6in

X MM = min{ Xy, X5} DEXp(Ay + )
ja
A
M+A°

P(X™" = X} = | 0{1,2)

* Todista!
— Ohje: Kts. kalvo 15
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Normeerattu normaalijakauma

X ON(0)
— riippumattomien ja samoin jakautuneiden (odotusarvona 0 ja varianssina 1)
sm:ien “normeeratun” summan rajatapaus (kts. kalvo 48)
Arvojoukko: Sy = (—00,00)
Tiheysfunktio (tf):
1,2

fx()=¢(x) = 2_e 2
Kertyméafunktio (kf):
Fx ():=P{X <X =d(x):= [*_@(y)dy

Odotusarvo: E[X] =0 (tf symmetrinen!)
Varianssi: DX] = 1 45

Normaalijakauma

X ON(u,0?), w00, 0>0

— jos (X—=W)/o ON(0,1)
Arvojoukko: Sy = (—00,00)
Tiheysfunktio (tf):

= Fy'(x) =1 ><-ﬂ)
fx (0= (0 = Lo
Kertyméafunktio (kf): {
e =sfr ol
Fyx (X):=P{X sx}—Pl - S =P p
Odotusarvo: E[X] = u + oE[(X —n)/0] = (tf symmetr. J:n suhteen)
Varianssi: D[X] = 02D(X - p)/o] = 62
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Normaalijakauman ominaisuuksia

(i) Lineaarimuunos : Olk. X ON(x,02) ja o, O O. Tallsin
Y:=aX + [ ON(au + ,B,azaz)

(i) Summa: Olkoot sm:t X; [ N(,ul,alz) ja X, [ N(,L12,022)
riippumattomia . Talloin

X1+ Xo ON(ty + o, 0f +0%)

(iii ) Otoskeskiarvo : Olkoot sm:t X; ON(u,0),i=1,...n,
riippumattomia ja samoin jakautuneita  (IID) noudattaen
normaalijakaumaa. Talldin

n
V - 2
Xn: =13 X ON(4, £0%)
=1
47

Keskeinen raja-arvolause (KRL)

Olkoot sm:t X4,..., X, riippumattomia ja samoin jakautuneita  (IID)
odotusarvonaan [ ja varianssinaan 0?2 (ja lisaksi kolmas momentti
olemassa)
Keskeinen raja-arvolause :

l.d.

1 Y
L (Xn-p) SN

Seuraus:

Xn = N(:u’ﬁa-z)
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Sisalto

* Peruskasitteet

» Diskreetit satunnaismuuttujat

» Diskreetit jakaumat (Ikm-jakaumat)
e Jatkuvat satunnaismuuttujat

» Jatkuvat jakaumat (aikajakaumat)
e Muut satunnaismuuttujat
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Muita satunnaismuuttujia

* Puhtaasti diskreettien ja jatkuvien sm:ien lisdksi on olemassa néiden
sekamuotoja
» Esimerkki:
— Merk. W:lla asiakkaan odotusaikaa M/M/1 jonossa. Sm:n W jakaumalla on

ns. atomi nollassa (ts. P{W =0} =1 — p > 0), mutta muuten jakauma on
jatkuva
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Sanastoa

otosavaruus = sample space
tapahtuma = event
todennékdisyys = probability
ehdollinen tn =

conditional probability
riippumattomuus = independence

satunnaismuuttuja =
random variable

indikaattori = indicator
jakauma = distribution

kertyméafunktio =
cumulative distribution function

diskreetti = discrete

pistetodennakaoisyysfunktio =
probability mass function

odotusarvo = mean (value) =
expectation

varianssi = variance
kovarianssi = covariance
hajonta = standard deviation

variaatiokerroin =
coefficient of variation

suurten lukujen laki =
law of large numbers

jatkuva = continuous
tiheysfunktio =

probability density function
unohtavaisuusominaisuus =
memoryless property
keskeinen raja-arvolause =
central limit theorem
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THE END
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