\ I'EKNILLINEN KORKEAKOULLU

T'ietoverkkolaboratorio

7. Menetysjarjestelmat

Sisalto

» Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
» Poisson-malli (asiakkaita oo, palvelijoita ©)

» Erlang-malli (asiakkaita oo, palvelijoita N < oo)

« Binomimalli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n = k)

« Engset-malli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n <K)




Yksinkertainen liikenneteoreettinen malli

Asiakkaita saapuu keskimaarin nopeudella A (asiakasta per aikayks.)
— 1/\ = keskimaarainen asiakkaiden véliaika

Asiakkaita palvellaan n:lla rinnakkaisella palvelijalla

Palvelija palvelee keskimaarin nopeudella p (asiakasta per aikayks.)
— 1/ = keskimaarainen asiakkaan palveluaika

Liséksi jarjestelmassa on m odotuspaikkaa

Estyvéat asiakkaat (joiden saapuessa jarjestelma on taysi ) menetetdén

A m

ﬁ:mm

O O O O=

Puhdas menetysjarjestelma

Ei yhtaan odotuspaikkaa (m= 0)
— Jos asiakkaan saapuessa kaikki palvelijat ovat kaytossa eli jarjestelmé on
ns. estotilassa (usein puhutaan myos taydesta jarjestelmasta), kyseinen

asiakas poistuu koko jarjestelmasta padseméatta palveluun ollenkaan.
Jarjestelma on siis estollinen .

Kayttgjan kokeman palvelun laadun kannalta kiinnostava suure on esim
— todenndakoisyys, etta jarjestelma on taysi asiakkaan saapuessa

Huom . Saapumisintensiteetin A vakioarvon lisaksi tulemme tarkastele-

maan tilannetta, missa intensiteetti A(X) riippuu systeemin tilasta X
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Aareton jarjestelma

Adreton maara palvelijoita (N = o)
— estoton ja viiveetdn: yhtak&dan asiakasta ei menetetd, eika kenenkaan
tarvitse edes odottaa palveluun paasya

Huom . Saapumisintensiteetin A vakioarvon lisdksi tulemme tarkastele-
maan tilannetta, missa intensiteetti A(X) riippuu systeemin tilasta X
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Menetysjarjestelmasséa osa kutsuista menetetaan:

— saapuva kutsu menetetaan, jos kaikki kanavat on varattu (so. systeemi on
taysi) ko. kutsun saapuessa

— termi esto viittaa tdhan tapahtumaan
Menetysjarjestelmissa voidaan maaritella useita eri estosuureita:

— Kutsuesto B, = tn, ettd saapuva kutsu menetet&an = niiden saapuvien
kutsujen osuus, jotka menetetdan

— Aikaesto B, = tn, ettd systeemi on taysi (mielivaltaisena ajanhetkend) = se
osuus ajasta, jolloin systeemi on taysi

Nama suureet eivat valttamatta ole samoja; tosin
— jos uudet kutsut saapuvat ns. Poisson-prosessin mukaisesti, niin B, = B,

Sovellutusten kannalta ollaan yleensa kiinnostuneita kutsuestosta, joka
kuvaa kayttajien kokemaa palvelun laatua

Aikaesto taas on usein helpommin laskettavissa oleva suure




Sisalto

» Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
» Poisson-malli (asiakkaita oo, palvelijoita ©)

« Erlang-malli (asiakkaita oo, palvelijoita N < oo)

« Binomimalli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n = k)

« Engset-malli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n <K)

Poisson-malli (M/M/ o)

* Maar. Poisson-malli on seuraavanlainen yksinkert. likenneteor. malli:
— &aretdn maara riippumattomia kayttajia (kK = )
— saapumisten valiajat IID noudattaen EXp(A\)-jakaumaa odotusarvonaan 1/A
« saapumisprosessi on siis Poisson-prosessi intensiteettindan A

aaretdbn maara palvelijoita (N = o)

palveluajat 11D noudattaen Exp(u1)-jakaumaa odotusarvonaan 1/u

ei odotuspaikkoja (m=0)

e Huom.
— Kendallin merkinngilla kyseessa on M/M/ o -jonomalli
— aareton jarjestelma, siis estoton

* Merkinta:
— a= A/u = liikenneintensiteetti




Tilasiirtymékaavio

« Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden lkm:aa X(t) ajan t funktiona
— Oletetaan, etta X(t) =i jollakin hetkella t
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:

« tn:lla Ah + o(h) systeemiin saapuu uusi asiakas
(aiheuttaen tilasiirtyman i — i +1)

e jos i >0, niin tn:lla iph + o(h) jonkun systeemisséa olevan asiakkaan
palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiityman i — i —1)

« Prosessi X(t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtymakaavionaan

A
@—»@—»A @—»A .
<—
M 2u 3u

e Huom. Prosessi X(t) on pelkistymaton sk-prosessi aarettomalla
tila-avaruudella S={0,1,2,...}

Tasapainojakauma (1)

» L&hdetaan liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtaloista:

A = T4 + D (LBE)
= M= T T
= 7 =2 m, i=012...

» Sovelletaan sitten jakaumaehtoa:

S 7 =Y 8 =1 ()
i=0 i=0

S ) e




Tasapainojakauma (2)

» Tasapainotilanteessa systeemissa olevien asiakkaiden lkm X
noudattaa siis Poisson-jakaumaa :

X OPoissong) |
P(X =i} = =2 e i=012,...

E[X]=a, D?’[X]=a

 Huom. (insensitiivisyys palveluajan jakauman suhteen)

— lItse asiassa tulos patee yleisemminkin: eksponentiaalisen palveluaika-
jakauman sijasta voidaan palveluajalle valita mika tahansa jakauma, jonka

odotusarvo on 1/J (taté sanotaan insensitiivisyydeksi  palveluajan
jakauman suhteen)

— Voimme siis M/M/ oo -mallin sijasta tarkastella yleisempaa M/G/o -mallia
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Sisalto

« Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
» Poisson-malli (asiakkaita oo, palvelijoita ©)

» Erlang-malli (asiakkaita o, palvelijoita N < o)

« Binomimalli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n = k)

« Engset-malli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n <K)
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Erlang-malli (M/M/ n/n)

Maar. Erlang-malli on seuraavanlainen yksinkert. liikenneteor. malli:
— Aaaretdn maara riippumattomia kayttajia (K = oo)
— saapumisten valiajat IID noudattaen EXp(A)-jakaumaa odotusarvonaan 1/A
« saapumisprosessi on siis Poisson-prosessi intensiteettindan A

aarellinen maara palvelijoita (N < o)

palveluajat 11D noudattaen Exp(u)-jakaumaa odotusarvonaan 1/u

ei odotuspaikkoja (m=0)

Huom .
— Kendallin merkinngilla kyseessa on M/M/n/n -jonomalli
— puhdas estojarjestelma, siis estollinen

Merkinta:
— a= A/u = liikenneintensiteetti
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Tilasiirtymékaavio

Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden lkm:aa X(t) ajan t funktiona
— Oletetaan, etta X(t) =i jollakin hetkella t
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:

e josi <n,niin tn:lla Ah + o(h) systeemiin saapuu uusi asiakas
(aiheuttaen tilasiirtyman i — i +1)

e jos i >0, niin tn:lla iph + o(h) jonkun systeemissa olevan asiakkaan
palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiityman i — i —1)

Prosessi X(t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtymékaavionaan

A A A A

Huom . Prosessi X(t) on pelkistyméaton sk-prosessi aarellisella
tila-avaruudella S={0,1,2,...n}
14




Tasapainojakauma (1)

Lahdetaan jalleen liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtalgista:

A = 754 (i + D (LBE)
= 7= iy T
= TT =3i‘;n0, 1=01...,n

Sovelletaan sitten jakaumaehtoa:

> =y =1 )
=0 i=0 "

n -1
— a
i=0 o

Tasapainojakauma (2)

Tasapainotilanteessa systeemissa olevien asiakkaiden Ikm X
noudattaa siis ns. katkaistua Poisson-jakaumaa

a‘I

P{X=i}=m=—1"—, i=01...,n
> 2

j=0 "

Huom . (insensitiivisyys palveluajan jakauman suhteen)

— Tulos péatee jalleen yleisemminkin: eksponentiaalisen palveluaika-jakauman

sijasta voidaan palveluajalle valita mik& tahansa jakauma, jonka odotusarvo
on 1/u

— Voimme siis M/M/n/n -mallin sijasta tarkastella yleisempaa M/G/n/n -mallia
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Aikaesto

« Aikaesto B, = se osuus ajasta, jolloin systeemi on taysi = tn, etté
systeemi on mielivaltaisena ajanhetkena taysi eli tilassa n = Tt:

an

B :=P{X =n}=m,=—""
al
=y
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Kutsuesto

« Kutsuesto B, = niiden saapuvien kutsujen osuus, jotka menetetaan =
tn, ettd saapuva asiakas menetetaan = tn, etté asiakkaan saapuessa
systeemi on taysi eli tilassa n

» Poisson-prosessin PASTA-ominaisuuden mukaan: saapuva asiakas
nakee systeemin tasapainossa. Tasta paattelemme, etta kutsuesto on
Erlang-mallissa tdsmalleen sama kuin aikaestokin:

« Kuten aiemmin on jo todettu, tdma on ns. Erlangin (esto)kaava
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Sisalto

» Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli
* Poisson-malli (asiakkaita o, palvelijoita o)

« Erlang-malli (asiakkaita oo, palvelijoita N < oo)

« Binomimalli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n = k)

« Engset-malli (asiakkaita k < oo, palvelijoita n <K)

Binomimalli (M/M/ k/k/K)

* Maar. Binomimalli on seuraavanlainen yksinkert. likenneteor. malli:
— aarellinen maara riippumattomia asiakkaita (K < oo)
 asiakkaat on-off-tyyppisia (siis valilla ‘joutilaita’ ja valilla ‘palvelussa’)

joutenoloajat 11D noudattaen Exp(v)-jakaumaa odotusarvonaan 1A

jokaiselle asiakkalle oma palvelija (N = K)

palveluajat IID noudattaen EXp(u)-jakaumaa odotusarvonaan 1/u

ei odotuspaikkoja (m=0)
e Huom.
— Kendallin merkinnailla: M/M/k/k/K -jonomalli
— ko. systeemi on estoton (vaikkakin &arellinen)
» On-off tyyppinen asiakas (vrt. luento 4, kalvo 7):

palvelussa

é joutilaana \_/ | ‘_| /_L




On-off-tyyppinen asiakas (1)

Merk. Xj(t):lla asiakkaan j (j =1,2,...K) tilaa hetkella t
— Indeksointi: tila O = ‘joutilaana’, tila 1 = ‘palvelussa’
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:
* jos X(t) = 0, niin tn:lla vh + o(h) asiakas siirtyy palveluun
(aiheuttaen tilasiirtyman 0 — 1)
« jos X(t) = 1, niin tn:lla pth + o(h) asiakkaan palvelu paattyy
(aiheuttaen tilasiirtyman 1 — 0)
Prosessi X; (t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtyméakaavionaan

O==0

Huom . Prosessi X(t) on pelkistyméaton sk-prosessi aarellisella
tila-avaruudella S={0,1}
21

On-off-tyyppinen asiakas (2)

Prosessin Xj (t) tasapainojakauman laskemiseksi lahdetaan liikkeelle
lokaalista tasapainoyhtalosta:

(1 = A1) N —v i)
v =rDy = i =v
Jakaumaehdon mukaan:
(1) D=rmDivy= = _H =_v
) +m) =ng 1+ )=1= 0 =T 4 =T
Tasapainotilanteessa yksittaisen asiakkaan tila Xj noudattaa siis

Bernoulli-jakaumaa onnistumistodennakoisyytenaan v/(v+p)

Tasta voitaisiin suoraan paatella (koska asiakkaat oletettu toisistaan
riippumattomiksi), etta koko systeemin tilan X (so. systeemissa olevien
asiakkaiden Ikm:n) tasapainojakauma on Bin(k, v/(v+))-jakauma

22




Tilasiirtymékaavio

Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden lkm:aa X(t) ajan t funktiona
— Oletetaan, etta X(t) =i jollakin hetkella t
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:

¢ josi <Kk, niin tn:lla (k — i)vh + o(h) joku joutilaina olevista asiakkaista
siirtyy palveluun (aiheuttaen tilasiirtymani — i + 1)

e jos i >0, niin tn:lla iph + o(h) jonkun systeemissa olevan asiakkaan
palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiityman i — i —1)

Prosessi X(t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtyméakaavionaan

(k=1)v
@‘—@ (=T @ ke @

Huom . Prosessi X(t) on pelkistyméaton sk-prosessi aarellisella
tila-avaruudella S={0,1,... ,k}
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Tasapainojakauma (1)
» L&hdetaan jalleen liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtéldista:
7 (K=i) = 7T (i + D) (LBE)
= Ti _(k I)VTF
LT (+u

— ni_“(k |)|( ) Ty = (I )( )7-[01 1=01,..

Sovelletaan sitten jakaumaehtoa'

Zﬂ ﬂoZ(. ), ) =1 (N)

=0 =0

k N
= ”o:[Z(ik)(ﬁ",)'j =(1+Z)_k= Vfﬂ)k

=0 24




Tasapainojakauma (2)

» Tasapainotilanteessa systeemissa olevien asiakkaiden lkm X
noudattaa siis binomijakaumaa :

A %
X OBin(k,;¥,)

P(X=i}=m =()-L) (£ )k i=01....k

v+u’ \v+u

E[X]=Kv, DYx]=ko¥ gt = K¥
V+u v+ v+u (V+/J)2

* Huom. (insensitiivisyys)
— Tassa tapauksessa tulos on insensitiivi seké palveluajan ettéa joutenoloajan
jakauman suhteen

— Voimme siis M/M/k/k/k -mallin sijasta tarkastella yleisempaa G/Gk/k/K -

mallia
25

Sisalto

Kertausta: yksinkertainen liikenneteoreettinen malli

Poisson-malli (asiakkaita oo, palvelijoita )

Erlang-malli (asiakkaita o, palvelijoita N < o)

Binomimalli (asiakkaita k < o, palvelijoita n = k)

Engset-malli (asiakkaita k < co, palvelijoita n < k)
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Engset-malli (M/M/ n/n/k)

Engset-malli on seuraavanlainen yksinkert. liikenneteor. malli:

— aarellinen maara riippumattomia asiakkaita (K < o)
» asiakkaat on-off-tyyppisia (siis valilla ‘joutilaita’ ja valilla ‘palvelussa’)

joutenoloajat 11D noudattaen Exp(v)-jakaumaa odotusarvonaan 1A

vahemman palvelijoita kuin asiakkaita (n < k)
palveluajat IID noudattaen EXp(u)-jakaumaa odotusarvonaan 1/u

— ei odotuspaikkoja (m = 0) Oletus . Estotilanteessa
Huom. (so. systeemin ollessa
_ o _ ) taysi asiakkaan halutessa
— Kendallin merkinnailla: M/M/n/n/k -jonomalli palveluun) ko. asiakas
— ko. systeemi on estollinen aloittaa uuden joutenolo-
On-off tyyppinen asiakas: jakson.

|
palvelussa esto!

é M \_/ | jouten >ﬁouten
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Tilasiirtymékaavio

Tark. jarjestelméassa olevien asiakkaiden lkm:aa X(t) ajan t funktiona
— Oletetaan, etta X(t) =i jollakin hetkella t
— Lyhyella aikavalilla (t, t+h] voi tapahtua seuraavaa:

e josi<n,niintn:lla (k — i)vh + o(h) joku joutilaina olevista asiakkaista
siirtyy palveluun (aiheuttaen tilasiirtymani — i + 1)

e jos i >0, niin tn:lla iph + o(h) jonkun systeemissa olevan asiakkaan
palvelu paattyy (aiheuttaen tilasiityman i — i —1)

Prosessi X(t) on selvastikin Markov-prosessi tilasiirtymékaavionaan

(k-n+2) v (k=n+1)v

kv (k-1)

Huom . Prosessi X(t) on pelkistyméaton sk-prosessi aarellisella
tila-avaruudella S={0,1,...,n}
28




Tasapainojakauma (1)

» L&hdetaan jalleen liikkeelle lokaaleista tasapainoyhtéldista:

7 (k=i)V = 74 + D) (LBE)
_ (k=i
R T

— ni_”(k |)|( ) Ty = (I )( )7T0, 1=01,..

» Sovelletaan sitten jakaumaehtoa'

Zﬂ ﬂoZ(. )Y ) =1 (N)
=0 =0

n K Nt
= ”O:(E:O(i )(Z)j .

Tasapainojakauma (2)

» Tasapainotilanteessa systeemissa olevien asiakkaiden lkm X
noudattaa siis ns. katkaistua binomijakaumaa
)k—i

Ky(vyl
Kyevy j k-

P{X =i} =73 =

* Huom. (insensitiivisyys)
— Tassakin tapauksessa tulos on insensitiivi seka palveluajan etta
joutenoloajan jakauman suhteen

— Voimme siis M/M/n/n/k -mallin sijasta tarkastella yleisempaa G/Gh/n/k -

mallia
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Aikaesto

« Aikaesto B, = se osuus ajasta, jolloin systeemi on taysi = tn, etté
systeemi on mielivaltaisena ajanhetkena taysi eli tilassa n = Tt:

Ky/7p\N
)

n N
> ()5

Bi:=P{X=n}=m, =

]
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Kutsuesto (1)

« Kutsuesto B, = niiden saapuvien kutsujen osuus, jotka menetetaan =
tn, ettd saapuva asiakas menetetaan = tn, etté asiakkaan saapuessa
systeemi on taysi eli tilassa n

» Koska Engset-mallissa saapumisprosessi ei ole Poisson-prosessi
(miksei?), mydskdan PASTA-ominaisuutta ei voida hyédyntaa
kutsuestoa laskettaessa

» Kuten tullaan seuraavista kalvoista nakemééan, Engset-mallissa tosiaan
kay niin, ettd saapuvan asiakkaan nakema tilajakauma poikkeaa edella
johdetusta tasapainojakaumasta (so. prosessin X(t) stationaarisesta
jakaumasta)

o Tasté taas seuraa, etta (toisin kuin Erlang-mallissa)
Engset-mallissa kutsu- ja aikaesto poikkeavat toisistaan
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Kutsuesto (2)

Merk. T*:Ila tn:tt4, etté saapuva asiakas nakee systeemin tilassa i
Tarkastellaan pitkaa ajanjaksoa (0,T):

— Tasta ajasta systeemi viettaa keskimaarin ajan T¢T tilassa i, mina aikana
saapuu keskimaarin (K — i)V T asiakasta (jotka siis kaikki nakevét
systeemin tilassa i)

— Kaiken kaikkiaan aikavalilla (0,T) saapuu keskimaarin 2; (k = J)vIET

asiakasta
* Nain ollen
n* = n(k_')"miT = n(k_')"mi , 1=01...,n
(k=j)v BTJ-T (k—j)vBTj
j=0 j=0
33
Kutsuesto (3)

Voidaan osoittaa (osoita!) etta
K-1y/ Vi
(7HE)

& k=1y vy
2 (596

ﬂi*= ., 1=01...,n

Kun riippuvuus asiakkaiden lkm:sta k merkitaan eksplisiittisesti
nakyviin, saamme seuraavan tuloksen:

n*(K)=m(k-1), i =04,...,n

Toisin sanoen “saapuva asiakas nékee sellaisen systeemin
tasapainossa, jossa on yksi asiakas vihemman (han itse!)”
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Kutsuesto (4)

Valitsemalla | = n saamme kutsuestolle kaavan
Bc(K) = 710 * (k) = 117 (k =1) = By (k —1)

Engset-mallissa siis kutsuesto k:n asiakkaan systeemissa on sama
kuin aikaesto k — 1:n asiakkaan systeemissa:

(aHE)"
Bo(K) = By (k—1) = — _
> *THv)!
j=0 a

Tama on Engsetin (esto)kaava
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THE END
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