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Asrellinen lihdepopulaatio: M /M /s/s/n-jirjestelmi

Tarkastellaan estojarjestelméaé (ei odotus- 8

paikkoja) tapauksessa, jossa saapumiset O

tulevat darellisestd lahdepopulaatiosta: - O

asiakkaiden kokonaismééra on n. O } | palvelinta
O kaytdssa

. ' n asiakasta
Asiakkaan malli

e Ajatellaan konkreettisuuden vuoksi, ettd asiakkaat ovat esim. puhelimen kayttajia.

e Oletetaan, ettéd aika seuraavaan puheluyritykseen eli asiakkaan ns. “miettimisaika” nou-
dattaa jakaumaa Exp(7y).

e LEstynyt puheluyritys menetetaan

— ¢i johda uusintayritykseen
— alkaa uusi miettimisaika: aika seuraavaan yritykseen ~ Exp(7)

— pitoaika X ~ Exp(u)

Merkitdén  |a=~/p
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Yksittiisen lihteen kiyttiytyminen

Tapaus s = 0o (s > n) Jokaiselle asiakkaalle on oma palvelin. O

e Systeemissa el ole estoa; kaikki puheluyritykset onnistuvat. ! (

o Asiakas kayttaytyy kuvan kaksitilaisen (0,1)-mallin mukai-
sesti. Exp(u)-kestoinen aktiivitila (1) ja Exp(y)-kestoinen

miettimistila (0) vuorottelevat.

~Exp(y) ~Exp(n)
1/~ | 1 5 xp(y) ~ Exp(u

Ty p 1va PV Ay 1/u 1+

Po

e Tiyden syklin (miettimisjakso + aktiivijakso) keskimadrdinen kesto on 1/ + 1/p.

e Puheluiden saapumisnopeus (yksi per sykli) on

1 1/v = b saapumisnopeus miettimistilassa =y
pu— pu— 0
Vy+1/p 1/v+1/p

miettimistilan todennékoisyys pg

e Tarjottu kuorma = vilitetty kuorma (per lihde)

A

a™ =p; = a ns. tarkoitettu kuorma per ldhde (ei estoa)

l+a
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Yksittiisen ldhteen kiytiytyminen (jatkoa)

Tapaus s = 0: Ei yhtaan palvelinta. esto

e Kaikki puheluyritykset estyvit. A/,/ \,\A

e Puheluyrityksia tulee frekvenssilla v, joka on suurempi kuin ~Exp(y)
tapauksessa s = 0o (pg7y), koska nyt asiakas on koko ajan
miettimistilassa.

Tapaus 0 < s < n: Varsinainen tutkittava tilanne. o

e Asiakas vuorottelee Exp(u)-kestoisen aktiivitilan ja yhdesté ] i

tai useammasta Exp(y)-kestoisesta jaksosta muodostuvan e
~Exp(y) ~ Exp(y) ~Exp(u)

miettimistilan valilla.
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Jirjestelmén analyysi syntymaéi-kuolema-prosessina

Otetaan tilamuuttujaksi jarjestelméassi sisdlla olevien asiakkaiden (kdynnissd olevien puhe-
luiden) lukumééra Ny.

N; muodostaa syntyma-kuolema-tyyppisen Markovin prosessin.

Tilamuuttuja V; méidrdd (riippumatta menneisyydestd) todenndkoisyydet uuden puhelun
tulemiselle tai kdynnissiolevan paattymiselle aikayksikkod kohden (eksponettijakaumat!).

Tilassa Ny = 7
e n — 7 lahdetta vapaana “miettimistilassa”

— aika seuraavan puhelun generointiin ~ Exp((n — j)7)

— todennakoisyys aikayksikkoa kohden siirtyéa yhta suurempaan michitystilaan
A;j = (n — j)vy (tilariippuva saapumisnopeus)

— tilassa s kaikki palvelimet ovat kéaytossé, joten Ay = 0
e j puhelua kidynnissa

— aika seuraavan paattymiseen ~ Exp(ju)

— p; = jp (tilariippuva paédttymisnopeus)
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Tasapainotodennikdisyydet

Syntyma-kuolema-prosessia kuvaa seuraava tilakaavio

Y (n-1)y (n-2)y (n-j+2)y  (n-j+1)y  (nj)y (n-s+1)y

@” @, @, @, D O

2p 3u (J'-1)'|LL ju (+1)u Su

Merkitsemalla todennékoisyysvirrat leikkauksen yli yhtasuuriksi, saadaan rekursio

(n_]_‘_l)/yﬂj—l:]uﬂ-‘]) j:1727"'78

jonka avulla kaikki todennékoisyydet voidaan palauttaa my:aan,

n—g+1 n—j+2 n—l noYNG (1Y
T = . '—'( )71'0— .| a” T

j j—1 2 1 \u

S
Sovelletaan normiehtoa > m; =1

=0
(@)&j 7=0,1,...,s
miln] = 2 — -
3 ( /{:) av ldhteiden lukumééra n merkitty eksplisiittisesti nakyviin, m;[n]
k=0
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Tasapainotodenniiké6isyydet (jatkoa)

Merkitdan p = p1 = a®°, lahteen péallaolotodennékoisyys estottomassa tapauksessa.

a . p
= = q=—
l+a 1—0p

p

Tamén avulla tilatodennékoisyyden lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

[Jra-i | imon

S

> (n) PP —p)nF (0 muulloin)
k=0 \K

miln] =

e Katkaistu binomijakauma (kun s < n)

e Binomijakauma, kun s > n
(estoton tapaus, kukin ldhde muista riippumatta paalla todennékoisyydelld p)

Insensitiivisyys: Samalla tavalla kuin tavallisessa estojarjestelméssa tulos on insensitiivi

pitoajan jakauman suhteen (vaikka nyt tehty johto nojautuikin pitoajan eksponentiaaliseksi

oletettuun jakaumaan).
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Aika- ja kutsuestot

Aikaesto: aikaosuus, jonka systeemi viettédd tilassa s; tilan s tasapainotodennékoisyys 7,

Kutsuesto: todennékoisyys, jolla saapuva kutsu estyy

e Tilariippuvasta saapumisnopeudesta johtuen tuloprosessi ei ole poissoninen.

e Kutsuesto # aikaesto

e Yleensikin 7 [n] # m;[n|, missd

7i[n] = P{kutsun saapuessa jirjestelmé on tilassa j}

7j[n] = P{jérjestelmi on tilassa j satunnaisella ajanhetkelld}
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Saapuvan kutsun nikemaéi tilatodennéksisyys

Ajmiln]

W[n] — s
k;z::() )\km{;[n]

Perustelu: Tarkastellaan pitkaé ajanjaksoa 1.

e Systeemi viettdd keskiméadrin ajan 7;[n|T tilassa j.

e Tind aikana saapuu keskimédrin \;m;[n|T" kutsua (nikevit systeemin tilassa j).

S
e Kaiken kaikkiaan ajassa T" saapuu keskimddrin T > A\pmi[n] kutsua.
k=0

e Niiden kutsujen osuus, jotka néakevét systeemin tilassa 7, on lausekkeen mukainen.

Sijoittamalla ylldolevaan lausekkeesen A; = (n — j)vy ndhdédn (todistus harjoitustehtavina)

Saapuvan asiakkaan nikema tilajakauma on sama kuin tasapaino-

min] = mj[n — 1] jakauma systeemissé, jossa asiakkaita on yksi vihemmén.

Saapuva asiakas on ikdan kuin “ulkopuolinen tarkkailija’.

n—1\ .,
Kutsuesto: a

s (n—1
(Engsetin kaava) > (n a
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Toteutunut tarjottu ja vilitetty kuorma

Merkitaan kutsuestoa lyhyesti B:lla.

Tarkastellaan yhta syklia, joka sisaltaa

e Miettimisjakson (keskipituus 1/7) 1y 1y
e Palvelujakson, joka

— todennakoisyydella 1 — B on todellinen aktiivijakso

(keskipituus 1/p) | >
— todennakoisyydella B on surkastunut O-kestoiseksi 1hy 0

estotapahtumaksi
Syklin keskipituuson  1/y+ (1 —B)-1/u+B-0=1/y+ (1 —B)-1/p.

1/v B 1
1/vy+(1—=B)-1/u 1+ (1—Ba

Todennakoisyys, etta lahde on miettimisvaiheessa on

Kukin n:sta lahteestd miettimisvaiheessa ollessaan generoi uusia N
kutsuja nopeudella «. Tarjottu liikenneintensiteetti a on kutsujen =7 (=B n
saapumisnopeus kertaa yhteyden pitoaika 1/p.
: g . . . (1— B)a s
Valitetty litkenneintensiteetti a. = (1 — Bla = —-n| = k
Y -=1-B) 1+(1-Ba PN




J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / Engsetin jérjestelma 10

Esimerkki. A#rellisen populaation jirjestelmi: keskitin

y§u1—> —> 1
2 —>
—> Nnxs >
N
n —>» —> s

e n kayttajad, joista kukin on yhdistetty omalla johdollaan keskittimen tulopuolelle.

e s < n lahtod; litkenne on keskitetty pienempéain maaraan johtoja, koska on epatodennékoisté,
etta kaikki kayttajat olisivat aktiivisia samanaikaisesti.

e Samanaikainen kaytto on kuitenkin mahdollista; keskityksen méara on mitoitettava siten,
ettd todennakoisyys estolle on riittavan pieni.

e Fsto voidaan laskea annetulla kutsueston kaavalla (Engsetin kaava).



