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JATKUVAT JAKAUMAT

Laplace-muunnos (Laplace-Stieltjes-muunnos)

Maaritelma

Ei-negatiivisen satunnaismuuttujan X > 0, jonka tiheysfunktio on f(z), Laplace-muunnos
f*(s) méaritellaan

fi(s) = /OOO e S f(t)dt = Ele*¥] | = /OOO e "'dF(t) merkitdan myos Ly/(s)

e Matemaattisesti kyseessa on siis tiheysfunktion Laplace-muunnos.

e Jatkuvien satunnaismuuttujien késittelyssd L-muunnoksella on sama rooli kuin
generoivalla funktiolla diskreettien muuttujien tapauksessa.

— jos X on diskreetti kokonaislukuarvoinen (> 0) sm, niin péatee f*(s) = G(e™)
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Summan Laplace-muunnos
Olkoot X ja Y riippumattomia ja niiden L-muunnokset f%(s) ja fy-(s).
fiiy(s) = Elem ]

— E[e_SXe_SY]

= Ele **|E[e™Y]  (riippumattomuus)

= fx(s)f(s)

fxiv(s) = fx(s)fy(s)
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Momenttien laskeminen Laplace-muunnoksen avulla

Derivoimalla nahd&an

d

£(s) = Ble™*] = Bl-Xe ]
Vastaavasti n:s derivaatta on
dn
FrM(s) = @E[e_SX] = E[(-X)"e™""]

Madraamalla naiden arvot pisteessi s = 0 saadaan

EX] = —f(0)
E[X?] = +f"(0)

ELX") = (=1)"f*"(0)
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Satunnaissumman Laplace-muunnos
Tarkastellaan satunnaissummaa
Y=X1+--+ Xy

missd X;:t ovat 4.i.d. yhteisen L-muunnoksen ollessa f%(s) ja
N > 0 on kokonaislukuarvoinen sm, jonka generoiva funktio on Gy (z).

I
&3

fy(s) = Ele™]
= E[E [ YN ]] (ulompi odotusarvo N:n vaihteluiden yli)
= E[E [ —s( X1t Xy) \N]] (sisemméssd odotusarvossa N kiinted)
= E[E[e*XV]...Ele~*(*N)]]  (riippumattomuus)
(fx

= Gn(fE(s)) (miritelmin mukaan E[zY] = Gy(2))
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Laplace-muunnos ja kollektiivisten merkkien menetelmé
Annetaan Laplace-muunnokselle
fi(s)=Efe™]  X>0

Tulkinta: Ajatellaan, ettd X edustaa jonkin vélin pituutta. Altistetaan tdma véli poissoniselle
merkintaprosessille, jonka intensiteetti on s. Télloin Laplace-muunnos f*(s) on todennakdisyys
sille, etta vali on merkiton.

P{X on merkitén} = E[P{X on merkiton| X }| (kokonaistodennékéisyys)
= E[P{vililld X on 0 tapahtumaa| X }]
= Ele™] = f*(s)
l iItensiteettif l P{vililla X on n tapahtumaa|X} = (Sf!)ne_SX
| | —sX

N P{vililli X on 0 tapahtumaa| X} = e



J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / Jatkuvat jakaumat

Kollektiivisten merkkien menetelméi (jatkoa)

Esimerkki: Satunnaissumman Laplace-muunnos

Y=X1+ -+ Xy, missa
X1 ~ Xy~ -+~ Xy, yhteinen L-muunnos f*(s)

N on sm., jonka generoiva funktio on Gy (z)

fi(s) = P{vilin Y mikédén osavéli ei ole merkitty }
= Ov( Sx(s) )

tn. etta yksittai-
nen osavali el ole
merkitty

tn. ettd mikaan osavali e
ole merkitty

intensiteetti s
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Tasainen jakauma X ~ U(a, b) (uniform distribution)

X' tiheysfunktiolla on vakioarvo vililld (a, b):

a

flx) =

b% a<xr<b
0 muulloin

eli arvo X on valittu véliltd (a, b) umpimahkaén.

f(x) F(x)

| |
a b i a lb i
E[X] = /:;Oxf(az)dx:a;rb
VIX) = [ (o= ) s = O3
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Tasainen jakauma (jatkoa)
Olkoon Uy, . . ., U, joukko riippumatomia tasanjakautuneita sm:jia, U; ~ U(0, 1)

e Niiden muuttujien lukumééra, jotka ovat < z (0 < x < 1)) on ~ Bin(n, z)

— tapahtuma {U; < z} méérittelee Bernoulli-kokeen, jossa onnistumistn. on x

e Olkoon Uy, . .., Uy, suuruusjirjestykseen pantujen arvojen jono.
Maaritelldan lisdksi U(O) =0 ja U(n+1) = 1.
Voidaan osoittaa, etta kaikki valit ovat samoinjakautuneita ja

— ensimmidiselle véilille Uy — Uygy = Uyyy tulos on selvé, koska Uqy = min(Uy, . . .
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Eksponenttijakauma X ~ Exp(A)

(Huom. Joskus parameriksi kirjoitetaan 1/ eli jakauman keskiarvo)

X on ei-negatiivinen jatkuva sm, jonka kertymafunktio on

l—e ™M >0 "
F(r) =
0 x <0
ja tiheysfunktio

B e ™™ x>0 '
ﬂ@_{o z <0

Esim. puheluiden saapumisviéli; puhelun kesto
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Eksponenttijakauman Laplace-muunnos ja momentit

Exp(A)-jakautuneen satunnaismuuttujan Laplace-muunnos on

fi(s) = /OOO e Ne Mdt =

A+S
Taméan avulla lasketaan momentit:
BX] = 0 = gl = )
EX? = +f(0) = 585, = »

VIX] = BEXY-E[X] = &

10
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Eksponenttijakauman muistittomuusominaisuus

Oletetaan, ettd X ~ Exp()\) edustaa esim. yhteyden kestoa.

11

Kysytaan, mika on tn. ettd yhteys kestaé vield vahintdan ajan x, jos se on jo kestanyt ajan ¢:

P{X >t+z, X >t}
P{X >t}
P{X >t+x}
P{X >t}
o~ \t+2)

P{X>t+zx|X >t} =

P{X>t+z|X >t} =P{X >z}

e Yhteyden jiljelldolevan keston jakauma ei riipu
lainkaan siité, kauanko yhteys on jo jatkunut

e On samalla tavalla Exp(\)-jakautunut kuin yhteyden
kokonaiskesto.
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Esimerkki muistittomuusominaisuudesta

Jonojarjestelmassa on kaksi palvelinta. Palveluajat ovat

eksponentiaalisesti jakautuneita. Asiakkaan (¢) saapuessa
molemmat palvelimet ovat varattuja (X ) mutta muita odot-
tavia asiakkaita ei ole.

Kysytéddn: mikd on todenndkdisyys, ettéd asiakas (¢) poistuu jarjestelmésta viimeisend?

Seuraava tapahtuma jarjestelméssé on se, ettda jompikumpi

asiakkaista (X ) poistuu ja asiakas (¢) siirtyy vapautuneeseen
palvelimeen.

Muistittomuudesta johtuen téstd hetkestd eteenpdin kummankin asiakkaan (o) ja (X)
palveluajat (jiljelld oleva palveluaika) ovat samalla tavalla exp-jakautuneet. Tilanne on taysin
symmetrinen ja siten todennékoisyys, ettd asiakas (¢) poistuu viimeisend, on 1/2.
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Eksponenttijakautuneen suureen paittymistodennikoisyys

Oletetaan, etté kestoltaan Exp(\)-jakautunut yhteys on jatkunut ajan t.
Mik& on todennékoisyys, ettd se pédttyy (infinitesimaalisen) lyhyen ajan h kuluessa?

P{X <t+h|X >t} = P{X <h} (muistittomuus)

= 1—e
= 1—(1—)\h+%()\h)2—---)
= A+ o(h)

Pééttymistodennékoisyys aikayksikkod kohden = A (vakiol)
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Eksponenttijakautuneiden suureiden minimi ja maksimi
Oletetaan X7 ~ -+ ~ X, ~ Exp(}) (4.1.d.)

Naiden minimin hantatodennakoisyys on

P{min(Xy,..., X)) >z} = P{X5 >zx}---P{X, >z} (riippumattomuus)

— (6—)\x)n — e—n)\x

Minimi noudattaa siis jakaumaa Exp(n\).

n rinnakkaista prosessia, joista kukin paattyy

inimin pagttymistiheys = nA muista riippumatta intensiteetilla A

Maksimin kertyméfunktio on X4
P{max(X1,...,X,) <z} =(1—e )" X ™
Odotusarvo voidaan padtella kuvan tarkastelun avulla ‘ X X4
1 1 1 D |
Emax(Xy,...,X,)] = —+ b NS SN W S S
nA (n N 1)>\ A ~Exp(nA) ~Exp(})
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Erlangin jakauma X ~ Erlang(n, \) Merkitizin myos Erlang-n(\).

X on n:n riippumattoman Exp(A)-jakautuneen sataunnaismuuttujan summa

Sen Laplace-muunnos on

* >\ n
f (S) T ()\ + S)
Kéadnteismuuntamalla (tai rekursiivisesti tiheysfunktioita konvoluoimalla) saadaan summan
tiheysfunktio
(Az)"
= —~2 Qe ™ >0




J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / Jatkuvat jakaumat 16

Erlangin jakauma (jatkoa): gammajakauma

Erlangin jakauman tiheysfunktion kaava voidaan yleistaé kokonaislukujen n asemesta mielival-
taisille positiivisille reaaliarvoille korvaamalla kertomafunktio (n—1)! reaaliarvoisella yleistyk-
sellddn eli gammafunktiolla I'(n):

flz) = Ae M Gamma(p, A)-jakauma

Gammafunktio I'(p) méadritelldén

Osittaisintegroinnill hel ahda, etta k
I(p) = /oo ot gy sittaisintegroinnilla on helppo nahda, etta kun p

0 on kokonaisluku, niin todellakin I'(p) = (p — 1)!
05/ |n=1 Odotusarvo ja varianssi ovat n-kertaiset
04l \ Exp(A)-jakauman vastaaviin:
0.3 n=3
1ol s BX]=1  VIX]=
0.1
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Erlangin jakauma (jatkoa)

~Erlang(2,))
Fsimerkki. Jarjestelméssé on kaksi palvelinta. Asiakkaita \
saapuu Exp(A)-jakautunein véliajoin. Joka toinen asiakas
ohjataan palvelimeen 1 ja joka toinen palevelimeen 2. Y
Palvelimeen saapuvien asiakkaiden véliaikajakauma on ~Exp(h)
Erlang(2, A).
Lause. Olkoon N; tapahtumien  Todistus.
lukumaéara ¢:n pituisella valilla Fr (t) = P{T, <t} =P{N, >n}
Poisson-jakautunut: |
N; ~ Poisson(At) — § P{N, =i} = § O‘? e At
1=n i=n 1!

Talloin aika 7;, mielivaltaisesta
tapahtumasta n:nteen tapah-

_ d 2O S V- 0 \) LY
tumaan sen jilkeen noudattaa fr, = GFn(t) = = ¢ T =T Ae
jakaumaa Erlang(n, \). ()L .

% (A e (A
— N 52 AUy
s i -t T AT
o Lo _ QT
0 t T, (n —1)!

N; tapahtumaa
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Normaalijakauma X ~ N(u, o?)

2

Parametreilla 1 ja 0° normaalijakautuneen satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

18

_ 1 —L(z—p)?/o? Parametrit p ja o2 ovat jakau- ElX]=pu
f(gj) — g(x—p)*/
2O man keskiarvo ja varianssi VIX]=0

Lause: Jos X ~ N(p,0%), niin Y = aX + 3 ~ N(au + 3, a?c?).

Todistus:
Fyr(y) = P{Y <y} = P{X <7} = Fy(©Y)

«

_ /(y_ﬁ)/a 1 6_%(x_lu)2/o.2dx Y — ax & ﬂ

—00 2ro

Sy g s IR

ooV 2m(ao)

X —p
)

Seuraus: 7 = ~N(0,1) (a=1/o, B=—u/o)

Merkitddn ®(x):11a N(0,1)-muuttujan kertyméafunktiota. Talloin

Fy(z) = P{X < 2} = P{Z < 51} = &(4)
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Monen muuttujan gaussinen jakauma

Olkoon Xi,..., X, joukko gaussisia (ts. normaalijakautuneita) satunnaismuuttujia, joiden
odotusarvot ovat pq, ..., i, ja kovarianssimatriisi
o oty
I' = : T : O-z'2j = COV[XZ', X]] <0222 = V[XZ])
2 2
On1 """ Onn

Merkitiddin X = (X1,..., X))t

Satunnaisvektorin X tiheysfunktio on

Fx) = oo T e

~ Jen

missi |I'| on kovarianssimatriisin determinantti.

Muuttujanvaihdolla nihdéin helposti, ettd satunnaisvektorin Z = I'~1/2(X —p) tiheysfunktio
on (2m) 2 exp(—iz'z) = ome A2 .. \/2we 2,

Siten vektorin Z komponentit ovat riippumattomia N(0,1)-jakautuneita satunnaismuuttujia.

Kaantaen | X = p + /27| , jonka avulla voidaan generoida X:n arvoja simuloinneissa.




