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Markov-prosessit (Jatkuva-aikaiset Markov-ketjut)

Tarkastellaan (stationaarisia) Markov-prosesseja, joiden parametriavaruus on jatkuva (yleensé
aika). Siirtymét tilasta toiseen voivat tapahtua mielivaltaisina ajanhetkiné.

e Markov-ominaisuuden vuoksi aika, jonka jarjestelma viettad annetussa tilassa, on muisti-
ton: jaljellaolevan ajan jakauma riippuu vain ko. tilasta, muttei siita, kauanko tilassa on
jo oltu = aika on eksponentiaalisesti jakautunut.

Markov-prosessin X; maarittelee taydellisesti ns. generaattorimatriisi 1. siirtyméanopeusmatriisi

T P{XH—At:j‘Xt:i} - '
4ig = dim, At 17

- todennakoisyys aikayksikkoa kohden siirtyé tilasta ¢ tilaan j

- siirtymanopeus . siirtymaintensiteetti

Kokonaissiirtymanopeus pois tilasta ¢ on
4 = %é:i i, | tilan elinaika ~ Exp(g;)
Talla nopeudella tilan ¢ todennakoisyys pienenee. Méaritellaan

qii; — —q;
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Siirtym&inopeusmatriisi ja ajasta riippuva tilatodennikdoisyysvektori

Siirtymanopeusmatriisi kokonaisuudessaan on

doo 40,1 - -- —qo 4o

rivisummat ovat nollia:
Q= g0 11 ---| =\ 10 —q1

tilasta ¢ poistuva tn.massa siirtyy muualle

Tilatodennékoisyysvektori 7r(t) on nyt ajan funktio, joka kehittyy seuraavasti

%n@) =7(t)- Q| = w(t+At)=n(t)+w(t) - QAL+ o(At) = w(t)(I+ QAL) + o(At)

Siirtymétodennékoisyysmatriisi aikavélin At yli on P(At) = T+ Q At
- lahenee identiteettimatriisia I, kun At — 0

- Q = P/(0) on siirtyméitodennikoisyysmatriisin aikaderivaatta (siirtymadnopeusmatriisi)

Muodollinen ratkaisu ajasta riippuvalle tilatodennakoisyysvektorille on

0 0) Q Matriisieksponentti e® voidaan médritelld
w(t) =m(0)- e

sarjakehitelméin avulla: e =T+ A + %A2 + e




J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / Markov-prosessit

Globaalit tasapainoehdot

Stationaarinen ratkaisu 7 = lim;_.~, () on ajasta riippumaton ja siten toteuttaa yhtalon

w- Q=0

Globaali tasapainoehto, joka ilmoittaa todennakoisyysvirtojen tasapainon.
Yhtalon j:s rivi on

¢ T =2 TiGij

~ i#]
2. Gji
i7#J

m;q; ; = todennidkoisyysvirta tilasta ¢ tilaan 7
% iy = g Tidi,j i " !
1% 17

(siirtyméfrekvenssi tilasta ¢ tilaan 7)

virrat ulos = virrat sisaan
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Globaalit tasapainoehdot (jatkoa)

e Yhtalot ovat riippuvia: mika tahansa yhtaloistd on automaattisesti voimassa, jos muut
ovat voimassa (“todennékoisyyden havidmattomyys”).

e Ratkaisu on méaaritty vakiotekijaa vaille.

e Ratkaisu tulee yksikasitteisesti maaratyksi normiehdon kautta.

m-oel =1 el %jﬁj:l

e 7 on Q:n ominaisarvoon 0 liittyva (vasemmanpuoleinen) ominaisvektori.

Globaali tasapainoehto péatee yhtd hyvin myos tilajoukoille.

Stationaarisessa tilassa todennakoisyysvirrat kahteen joukkoon jaettujen tilojen valilla ovat
tasapainossa: Olkoot €2 ja € komplementaariset tilajoukot. Talléin

> TG = X TG
1€€),5€€2 1€€),5€€2
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Tasapainoyhtilén ratkaisemisesta

Samalla tavalla kuin Markovin ketjun tapauksessa (homogeenisen) tasapainoyhtélon

- Q=0
ratkaisu, joka toteuttaa normiehdon 7-e' = 1, saadaan kitevisti kirjoittamalla normiehdosta
n kopiota

w - E=e
11 ... 1

missa E on n X n-matriisi, jonka kaikki alkiot ovat ykkosia, E = ( - )

laskemalla yhtélot yhteen, 7 - (Q + E) = e, ja ratkaisemalla néin saatu epdhomogeeninen
yhtalo

T=e- (Q+E)"
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Upotettu Markovin ketju (embedded Markov chain)

Jokaiseen jatkuva-aikaiseen Markovin prosessiin X; voidaan liitaa diskreettiaikainen Markovin
ketju, ns. upotettu Markovin ketju X (¢,

e Huomio kiinnitetdén X;:n tilasiirtymiin (silloin kun ne tapahtuvat) eli X;m lipikdymien
tilojen jonoon.

e Tapahtukoot X;:n tilasiirtymat hetkilla g, tq, . . .

o Maiiritelliin X (¢):m arvoksi X;n arvo heti hetkelld ¢, tapahtuneen tilasiirtymén jilkeen
(hetki ¢,7), eli Xym arvo valilla (¢, t,41).

Yl _ y Koska X; on Markov-prosessi, niin nain maaritelty
noT jono X ¢ muodostaa Markovin ketjun.
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Upotettu Markovin ketju (jatkoa)

Markov-prosessin tilat luokitellaan vastaavasti kuin nain méaaritellyn Markovin ketjun tilat
(transientti, absorboiva, palautuva,...).

Upotetun Markovin ketjun tilasiirtyméatodennékoisyydet

Pij = A%mo P{Xiiar = 71 Xigar # 4, Xy = i}

P{X1iat = J, Xoonr # 1| Xy = i}

= lim : :
At—0 P{ Xy at # i Xi = i}
Zqi,j i # 7 vrt. PAmin(Xy,..., X,) = X;} = m kun X; ~ Exp(A;)
= { %4, '
0 1=
o wrp O

O O
B\,Q 50O

Markov-prosessi, siirtyménopeudet ¢; ; Upotettu Markovin ketju, siirtyméatodennékoisyydet p; ;

tasapainotodennakoisyydet ; tasapainotodennakoisyydet 7156)
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Upotetun Markovin ketjun tasapainotodennikoisyydet

mOBL | T g >
T = p v . il = 1/4i, 4 = 2. 4i;
= BT} 5 e
J
m; = aikaosuus, jonka X viettda tilassa ¢ (paino E[T}])
7TZ'(6) — suhtellinen frekvenssi, jolla tila ¢ esiintyy X(©mn lipikiymien tilojen jonossa (paino 1)

Huom. m;¢q; on frekvenssi, jolla Markovin ketju X; suorittaa hyppyja pois tilasta z.
Systeemin ollessa tasapainossa tama on sama kuin frekvenssi, jolla systeemi suorittaa hyppyija
tilaan 7.

o Nyt on tarkasteltu kaikkien X;:n lapikiymien tilojen jonoa X (¢

e Joskus tésta jonosta voidaan sopivalla tavalla poimia osajono, joka edelleen muodostaa
eraan upotetun Markovin ketjun.

— mythemmin tullaan ns. M /G /1-jonosysteemin analyysi perustamaan sopivasti vali-
tun upotetun Markovin ketjun tarkasteluun
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Semi-Markov-prosessit

Kéaantaen jokaiseen Markovin ketjuun Z,, n =1, 2, ... voidaan liittaa jatkuva-aikainen
satunnaisprosessi X; valitsemalla aika 77, jonka X, viettda tilassa ¢ jostakin jakaumasta

- joka kerta muista riippumatta
- eri tiloilla jakaumat voivat olla erilaiset

ja arpomalla uusi tila Z,:n tilasiirtymatodennéakoisyyksien mukaisesti.

Nain saatua prosessia X; kutsutaan semi-Markov-prosessiksi

- el yleensa ole Markov-prosessi
- on Markov-prosessi silloin ja vain silloin, kun 7; ~ Exp(\;)

- silld on sama stationaarinen jakauma kuin vastaavalla Markovin prosessilla



