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Odotusjirjestelmat

Siirrytadn tarkastelemaan odotusjarjestelmia. Nama ovat “aitoja’ jonojarjestelmia siind mie-
lessé, ettd niissa on odotuspaikkoja ja asiakkat voivat todella joutua jonottamaan palveluun
paasya.

Aluksi esitellddan allaolevan kuvan mukaisen yhden palvelimen jonoon liittyvét perussuureet.

palvelin
saapuvat A
asiakkaat ——
—> |l

poistuvat
— asiakkaat

odotushuone,

jonotuspaikat



J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / M /M/ * /-jonot 2

Kaksoisaika-akseli (yhden palvelimen jirjestelméssi)

C, asiakasn

S, asiakkaan n palveluaika (tyon purkamiseen kuluva aika)

X, asiakkaan n palveluvaade (palvelutyd)

W,  asiakkaan n odotusaika

T, W, + S, asiakkaan n jarjestelméssé viettdma kokonaisaika
viipymisaika, viipymé (time in system, sojourn time)

A, (tait,) asiakkaiden n — 1 ja n saapumisten vélinen aika (interarrival time)
C palvelimen palvelunopeus eli kapasiteetti (merkitadn myos c)
Palveluaika riippuu palveluvaa- | Th | |
teesta ja palvelimen nopeudesta: Co.t Gy Chst Cri2
: A A A : A
S, = Xn/C < Wy . Sh N Sn+1 . Sn+2
3 . . \ Iveli
Tietoliikennesovelluksissa palvelu ‘ ‘ ‘ palveln
on tyypillisesti esim. paketin ‘ Cn Cn1 Cn+2 _

. e | jono
lahettamista linjalle. A, 5 AL odotushuone
Talloin tyon yksikko voi olla kbit

Cn Cn+1 Cn+2

ja palvelunopeuden yksikko vas-
taavasti kbit/s.

Kuvasta ndhdéaén, ettd FIFO:lle patee yhtalo | W, = (W, + S, — A,1)T | misséd (z)T = max(x, 0)
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Jononpituus, tekeméton tyo ja virtuaalinen odotusaika

Ny (tai Q; tai L;) asiakkaiden lukumééra
jarjestelméssa (“jononpituus”™) S
S,  asiakkaan n palveluaika } I alveluajat

palveluvaateet

(tyon purkamiseen kuluva aika)
jonossa oleva tekeméton tyo hetkella ¢

S3
Sz
S4
Xi
Vi virtuaalinen odotusaika hetkella ¢
W,  asiakkaan n kokema odotusaika okumaar
C

palvelimen palvelunopeus eli kapasiteetti systeemissa

(merkitadn myos c) SN
S P S virtuaalinen
e Virtuaalinen odotusaika V; tarkoittaa sitd s\ * SR T | s
aikaa, jonka hetkelld ¢ saapuva asiakas joutu- l Wy m v Vle l systeemissa
isi odottamaan (jos sattuisi juuri silloin tule-
maan jonoon) FIFO-jonossa. | \[\ ‘ ‘ e
paivelmessa

V; on siis jonossa sisélla olevan tekemattoman
tyon X; purkamiseen kuluva aika, V; = X;/C.

e Poisson-saapumisten tapauksessa WW,,:n jakauma on PASTA-ominaisuuden vuoksi sama
kuin Vi:n jakauma.
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M /M /1-jono

Asiakkaiden lukuméiri M /M /1-jonossa

A 0/7;*1/7\.\* n-1 A n B
e TTe— R S S
n

Poisson eksponentiaalinen T
saapumiset n palveluaika 0 u

Leikkausmenetelméa soveltamalla saadaan tasapainoehto

AT,_1 = pm, eli m,=pr,_1 missd p = \/p (liikenneintensiteetti, kuorma),
josta rekursiivisesti

T = P (jotta jono olisi stabiili, vaaditaan p < 1)

Tyhjan jonon todennakoisyys 7 saadaan normiehdosta my + m +m + ... =1

(todennikoisyys, ettd palvelin (jono) on tyhja=1—p =

(0. 9]
o =1 =1
! /nz::(] P P todennékoisyys, ettd palvelin on kiytossi = p)

M /M /1-jonon pituusjakauma, m, = P{N =n},

=1 —=p)p"| n=0,1,... Geomy(p)-jakauma (alkaa nollasta)
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Asiakkaiden keskimaariinen lukuméaari

0 X d oo ;
E[N] = 2imi = (1—p),_20w = (1—p)p—p 2P
- S , -
= (1— — () = — G -jak keski lkaa 0:st
(1—p)p dp(l — p> T eomy(p)-jakauman keskiarvo (alkaa 0:sta)
p P>
E[N] = — = 0 +
L—=p L l—p
asiakkaat d?;/_/t
palvelimessa © _O ava
asiakkaat

Jonon hantatodennakoisyys: todennékoisyys sille, etté systeemissa on vihintaan n asiakasta,

o0

P{Nzn}?fm:(l—p)ipi:p”

="
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Esimerkks.
A —_— e Reitittimeltd A ldhtee keskiméérin 8 pakettia
tti
it sekunnissa reitittimelle B.

by — — B

il 54 Kop e Paketin keskikoko on 400 byted (jakautuma
400 byte cksponentiaalinen).

e Linjan nopeus on 64 kbit/s.

Kuinka monta pakettia keskiméérin on reitittimesséa A lihetysvaiheessa ja miké on todennakoisyys,
ettd pakettien lukumaéaédra on 10 tal enemmaéan?

Linjan eli palvelimen kuormitusaste on

p =85! x 400 x 8 bit/64x10% bit s = 0.4.

Tamé voidaan laskea my6s muodossa A/, missi

A = 8 pakettia/s, pu = 64 kbit/s/(400x8 bit/paketti) = 20 pakettia/s = A/u =8/20 =
0.4

Tallsin on E[N] = 0.4/(1 — 0.4) = 0.67.

Todennakdisyys, ettd paketteja on 10 tai enemmén on 0.4!Y = 1074,
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M /M /1-jonon viipymis- ja odotusajat

Littlen tulos:
Keskiméardinen viipyma systeemissi E[T] = E[IN]/A
Keskiméaridinen odotusaika E[W] = (E[N] — p)/A

1_
L—p p p—=A
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Riippumattomuus jonokurista
M /M /1-FIFO-jonolle on edelld johdettu jononpituusjakauma m,, = (1 — p)p™.

e Taméi jakauma on riippumaton jonokurista (FIFO, LIFO, PS),

— kaikilla néilla jonokureilla tasapainoyhtélot ovat tdsmélleen samat (todistus harjoi-
tustehtavana)

e Siten myos keskimédrdinen aika systeemissa, E[T] = 1/(p — A), on riippumaton jono-
kurista (Littlen tuloksen perusteella keskiméardinen aika systeemissa on keskiméérainen
jononpituus jaettuna A:lla.)

e Sen sijaan mm. I/:n ja T':n jakaumat riippuvat jonokurista.

Huom. Jononpituusjakauma itse ei ole insensitiivi palveluaikajakauman suhteen M /M /1-
FIFO-jonossa. Sen sijaan kyseinen jakauma péatee LIFO- ja PS-jonoissa palveluaikajakaumasta
riippumatta.



J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / M /M/ * /-jonot 9
Viipyméiajan jakauma

Oletetaan, ettd saapuva asiakas ndkee edelldadan N asiakasta N
(mukaanlukien palvelimessa oleva asiakas).

Eksponenttijakauman muistittomuuden vuoksi myos palvelta- XXX ()
vana olevan asiakkaan (jos sellainen on) jaljelldoleva palvelu-
aika ~ Exp(pu).

Aika T, jonka asiakas viettad systeemissd, muodostuu edelldolevien asiakkaiden ja sen omasta
palveluajasta

T=5+5+--+Syv+Syvi1 (N + 1):n Exp(p)-jakautuneen sm:n summa
edelldolevat oma

S; ~ Exp(p) riippumattomia
N ~ Geomg(p) jononpituuden tasapainojakauma (alkaa nollasta), PASTA!

Erlang(n+1,u)

00 o A

fr(t) = nz::() leN(t, n)P{N =n} = nz::(] MWT!)e_“t(l —p)p"
_ L & ppt)" 1)
= M(l p)e pt ngo o — M(l p)e w(l—p)t

fr(t) = (u— Ne W cksponenttijakauma Exp(u — A)
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Viipyméiajan jakauma (jatkoa)

Saman tuloksen voi johtaa kayttden satunnaissumman Laplace-muunnokselle aikaisemmin

johdettua tulosta.

Gni1(2) = %:Z)ZZ N 41 ~ Geom(1 — p), alkaa ykkosesti
sy M

f5(s) = I+ s

o oo (=phde N (p= )

Fil0) = Grnlf3lo) =k = AT = R

=~ Exp(u—A)
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Odotusajan jakauma

Odotusaika W muodostuu jonossa saapumishetkella olevien asiakkaiden palveluajoista
W =54 --4+Sy, missiaS; ~Exp(u)ja N ~ Geomy(l — p) (alkaa nollasta)
Jos N = 0 niin summassa ei ole yhtaan termia ja W = 0.

Lasketaan W:n hantédjakauma ehdollistamalla

P{W >t} = PA{W >¢|N =0} P{N =0} +P{W >¢t|N > 0} P{N > 0}

0
— p-P{W >t|N >0}

Geometrisen jakauman muistittomuuden johdosta N echdolla N > 0 on jakautunut kuten
Geom(p) (alkaa ykkosestd).

Siten summa S7 + - - - + Sy ehdolla N > 0 on jakautunut tdsmélleen kuten S7 + -« - + Sy
edelld eli noudattaa Exp(u — A)-jakaumaa.

P{W >t} = pe WV

Odotusaika on 0 darelliselld todennékoisyydella P{W =0} =1 —-P{W >0} =1 — p.
Tama on tietenkin sama kuin jonon tyhjandolotodennikéisyys P{N = 0}.
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Adrellinen jono: M /M /1/K-jirjestelmi

Oletetaan, etté systeemipaikkoja on K (odotuspaikat + palvelin)
Tasapainoyhtalot leikkauksissa ovat tdsmalleen samat kuin ennenkin

T, = p'm, n=0,1,.... K

Ero on vain normituksessa

K _ 1—p
nz::()ﬂn:1 = 7T0:<1+P+"'+PK)1:1_pK+1
" 1+p+...+pK 1_pK+1

n=20,1,..., K katkaistu geom. jakauma

12

e Tilan K todennakoisyys mg on todennakoisyys sille, ettd saapuva asiakas nékee jarjestelman

téaynné (“puskuri vuotaa yli”).

e Kun K =1, kysymyksessa on yhden palvelimen menetysjérjestelmé,

= n=01
1+ p
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M / M / m-~jono (Erlangin odotusjirjestelmé)

e m rinnakkaista palvelijaa

e Poisson-saapumiset — ]
e Eksponentiaalinen palveluaika
A A A A
o — 1 _—_ m-2/\m-1/\m/_\{n+1
o [ e @ [ [ [
1 2u (m-1)p my my

e Tilakaavio on tilaan m asti samanlainen kuin estojarjestelmassa.

e Siitd eteenpéin identtinen sellaisen M /M /1-jonon tilakaavion kanssa, jossa palvelimen
kapasiteetti on mpu.
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Tasapainoyhtélot voidaan jalleen kirjoittaa leikkausmenetelméa kayttaen:
AT,_1 = Num,, n<m

AT, 1 = MUT,, n>m

Vakiotekijaa m vaille maaratty ratkaisu on

Ty = T (mp)” n<m
" "l - a = A/p litkenneintensiteetti
m" p" p = A/mu=a/m liikenneintensiteetti palvelinta kohden.
Tn — T | n>m
m!

Tilan 0 todennakodisyys mg madraytyy normiehdosta ¥, m, = 1,

_ et mp)" o (mp)™
" (nz::(] n! Jrm!(l —p))

U v

Todennakoisyys P, sille, etta asiakkaan saapuessa kaikki palvelijat ovat varattuja ja asiakas
joutuu odottamaan on

00 > mom™p T (mp)m v Erlangin (C-kaava
P - C — n — — —
1 <m’ a) n;mﬂ- n;m m' m'(l—p) U+ v a = mp; p:a/m
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Odottavien asiakkaiden keskimidrdinen lukumiird N,

mm m-+n 00

_ 00
Nq = > NMypin = Z nmwy ——— | - Pq 2 n<1 - p)pn
n=0 m: n=0

]\7q:PqL N:mp+Nq = N:mp+P pp

Soveltamalla Littlen tulosta saadaan keskiméarainen odotusaika seka aika systeemissa:

1

W= mps — A

- P,

1 - 1 1
_+W:_
It I

mps — A

T =

Ny
A
N
3T the
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Odotusajan jakauma

P{W >t} =P{W > t|N < m}P{N <m} +P{W > t|N > m}P{N > m}
0 Py

Kun N > m, systeemi kayttaytyy kuten M /M /1-jono,

_ —(mp—A)t
P{W >t} = Ppe jonka kapasiteetti on mu.
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Esimerkki 1

Osaston lahiverkkoon on liitetty yhteisessa kaytossa oleva tulostin. Tulostustoiden oletetaan
saapuvan poissonisesti intensiteetilld A ja tulostustoiden keston oletetaan noudattavan ekspo-
nentiaalista jakaumaa Exp(pu).

Tulostimen kapasiteetti on kaynyt riittdamattomaksi kasvaneeseen kuormaan néhden. Tu-
lostuspalvelun parantamiseksi, tarjolla on kolme vaihtoehtoa:

1. Hankitaan uusi kaksi kertaa nopeampi tulostin, jonka @ —_!ll
palvelunopeus 2. p=rl2M
2. Hankitaan rinnalle toinen samanlainen tulostin @ BTy
(palvelunopeus p), ja jaetaan kiyttajakunta kahteen p=1/2u
yhtédsuureen osaan, joiden kummankin tyot ohjataan
omalle tulostimelleen. Kummallekin  tulostimelle @ T
saapuu toitd intensiteetilla A /2. .
3. Sama kuin edellisessé kohdassa, mutta kaikki tyot oh-
jataan tulostimille yhteisen tulostinjonon kautta, jos- @ B
ta jonon ensimmainen tyo lahetetdan aina vapautuvalle p=1/2u

tulostimelle.
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Esimerkki 1 (jatkoa)

Verrataan vaihtoehtojen suoritukykyé eri kuormilla. Suorituskyvyn mittana kayteddan tassa
tulostustyon keskimédriistd valmistumisaikaa T' (aika systeemissi eli aika tyon saapumisesta
jonoon sithen, kun ty6 valmistuu).

1. Téssé tapauksessa kysymyksessd on M /M /1-jono, parametrit A ja 2.
A — 1 1 1

== — T pu— pr— .
: 214 ! 20—XN  1—p 2u
2. Téssé tapauksessa kysymyksessi on kaksi erillistd M /M /1-jonoa, parametrit A/2 ja p.
A2 A _ 1 1 1
= — = — 9 — — . —
P T p=A2 1—=p p

Kuorma palvelinta kohden on sama kuin edelld, nyt vain kaikki tapahtuu kaksi kertaa
hitaammin (sekd saapumiset ettd palvelu).

3. Yhteisen tulostusjono tapauksessa sopiva jonomalli on M /M /2, parametrit A ja p.

1

A 1 1 " p<i
p=— Ts5=—+ P ~{ H

24 T N L
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Esimerkki 1: Yhteenveto vertailusta

Otetaan tapaus 1 referenssiksi: lasketaan
tapausten 2 ja 3 valmistumisaikojen suhde
vastaavaan aikaan tapauksessa 1.

e Vaihtoehto 1 eli yksi nopea tulostin on paras.

T/ Ty Ts/Th

p <1
p~1

2 2
2 1

e Vaihtochdossa 2 suoritusaika on aina kaksinkertainen tapaukseen 1 nahden.

19

e Tapauksessa 3 toisesta tulostimesta ei ole apua pienelld kuormalla: tyé pédsee aina suo-

raan tulostukseen (ilman jonotusta) mutta itse tulostus on kaksi kertaa hitaampaa kuin

tapauksen 1 nopealla tulostimella.

e Raskaalla kuormalla tapauksen 3 keskiméaérainen valmistumisaika on sama kuin tapauk-

sessa 1. Kaksi yhteisen jonon kautta syotettyéa hitaampaa rinnakkaista tulostinta purkaa
jonossa olevaa tyota yhta tehokkaasti kuin yksi nopea.

e Niin ei ole asian laita tapauksessa 2. Kahden eri jonon tapauksessa on aina mahdollista,

ettd toinen tulostin seisoo tyhjana vaikka toisella tulostimella toitd on jonossa. Tamaé
heikentéa suorituskykya niin, ettd raskaallakin kuormalla vaihtoehto 2 on kaksi kertaa

hitaampi kuin vaihtoehto 1.
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Esimerkki 2

e Puhelinkeskusta mallinnetaan M /M /m-jarjestelméné (kaikkien linjojen ollessa varattuja,
soittajaa odotutetaan antamalle hinelle soittodéntd).

e Kuinka monta johtoa (m) tarvitaan, jotta todennékoisyys sille, ettd asiakas joutuu odot-
tamaan kauemmin kuin ajan ¢y, on alle 1 % ?

10g(100P,) + Atyax
:utmax

P miNme 2 001 = m>

P, on m:n funktio (monotonisesti pienenevi), joten epéayhtilé on vield implisiittinen.

Se voidaan ratkaista yksinkertaisimmin kokeilemalla jarjestyksessa arvoja m = 1,2,3,...,
kunnes epayhtalo toteutuu.

Sallimalla asiakkaiden jonkin verran odottaa mahdollista resurssien vapautumista, voidaan es-
tyvien asiakkaiden maaraa merkittavasti pienentéa tai kdantéaen jarjestelmén kuormitusastet-
ta p voidaan nostaa verrattuna puhtaaseen menetysjarjestelméan, jossa on sama estoto-
dennéakoisyys.



