J. Virtamo

38.3143 Jonoteoria / Ajan kaanto 1

AJAN KAANTO JA KAANTYVAT PROSESSIT

Kainnetty prosessi

Tarkastellaan pelkistyméatonta stationaarista stokastista prosessia Xj.

Téahén prosessiin voidaan liittaa ns. kadnnetty prosessi X/, jossa prosessin X; kulkua tarkastel-
laan kddnnetyssa ajassa (“ filmi pyoritetddn takaperin”).

X: = X,

Ajan kdanto hetken 7 suhteen.
Parametri 7 on epéaolennainen; se maérittelee vain, mihin ko-
htaan kaannetyssa prosessissa sijoitamme ajan origon.

Mikst halutaan tutkia kddnnettyd prosessia

e Osoittautuu, ettd sen avulla saadaan lisanakemysta prosessin ominaisuuksista.

e Monasti kadnteisen prosessin tarkastelun avulla voidaan hyvin yksinkertaisesti ja elegan-
tisti johtaa tuloksia, joiden suoraviivainen johtaminen vaatisi mutkikkaita laskuja.

e [simerkiksi monimutkaisen jérjestelmén tasapainoyhtalot voidaan ratkaista “arvaamalla”

kaannetty prosessi.

e Jonojirjestelmén lahtoprosessin (ulostulo) ominaisuudet voidaan usein helpoiten selvittaa

tutkimalla kdannettya prosessia.
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Kidnnetty prosessi (jatkoa)
Yleensa ajassa kaannetty prosessi X;" on eri prosessi kuin alkuperainen prosessi.

Esimerkki: Syklinen (jaksollinen) prosessi.

. . .o .o . .o /—\
Prosessissa X, tilat esiintyvit sekvenssissi 1 — 2 — 3 — 1. @ @
Kéaannetyssa prosessissa sekvenssi on 1 — 3 — 2 — 1. Selvastikaan
ei voi olla kysymyksessa sama prosessi.

Kddannetyn prosessin tasapainojakauma

Oletetaan, ettd prosessilla X; on tasapainojakauma m; = P{X; = i}.

Talloin myos kddnnetylla prosessilla X} on tasapainojakauma 77 = P{X;} = i} ja tdma
jakauma on sama kuin alkuperéisella prosessilla

* .
T, =T Vi

Perustelu. m; ja m edustavat niitd osuuksia ajasta, jonka prosessit X; ja X[ viettavit tilassa
1. Aikaosuus on riippumaton siitd, kummassa suunnassa prosessia tarkastellaan.
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Kaintyva prosessi

Jos prosessin X; kadannetty prosessi X;* on tilastollisesti identtinen alkuperéisen prosessin
kanssa, sanotaan ettd prosessi X; on ajassa kaantyva.

Tasmallisesti maariteltyna kaantyvyys tarkoittaa sita, etté

(th, th, ceey th) ~ (XT—tp XT—t27 RPN XT—tn) kaikilla arvoilla tl, tQ, ceey tn ja T ja n

ts. kyseisilla arvojoukoilla on samat yhteisjakaumat.

e Intuitiivisesti prosessin X; kdantyvyys tarkoittaa sitéd, ettd ulkopuolinen tarkkailija ei
pysty kertomaan “ajetaanko filmia oikeinpain vai takaperin”.
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Markovin ketju kiinnetyssi ajassa

Lause. Stationdarisen Markovin ketjun ..., X, 1, X,,, X, 11, ... kddnnetty ketju
ooy Xpat, Xy, X1, . .. muodostaa stationdarisen Markovin ketjun.

Todistus. Tarkastellaan arvon X, = j todennékoisyytta ehdollistettuna sitd seuraaviin ar-
voihin X,,11 =2, X;40 = 19, ..., X,;nik, jotka kddnnetyssa ajassa ovat edeltavia arvoja:

P{Xm — ] ‘ Xm—l—l — i) Xm—l—Q — 7:27 SR Xm—l—k: - Z/{J}

_ P{Xm - j, Xm_|_1 - i, Xm_|_2 - iQ, ey Xm—l—k‘ - Zk;}
P{Xoi1 =1, Xppro = 9, ., X = 11}

ei riipu tasta, Markov!

_ P{Xm — j, Xm_|_1 — Z}P{Xm_|_2 — iQ, . .. , Xm_|_]{; — Z]{;‘ ' Xm — ] ' ,Xm_|_1 — Z}
P{Xm_|_1 = Z}P{Xm_|_2 =19,..., Xm_|_]{; = 1 ‘ Xm—l—l = Z}

P{Xm — j) Xm—l—l — Z}

P{Xm+1 — Z}
_P{X, = P{X =i X, =4} mipja ei riipu lainkaan muuttujien
N P{Xm+1 = Z} ST Xmio ... Xy arvoista 29, ..., ip

Kéaanteisen prosessin siirtymatodennakoisyydet

TjPji

T

p;'k,j =P{Xp =j| Xpn1=i} =
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Markovin prosessi kiddnnetyssi ajassa (jatkoa)

Lause. Olkoon X; (jatkuva-aikainen) stationddrinen Markovin prosessi, jonka tilasiirtymé-
nopeudet ovat ¢; ; ja tasapainotodennakoisyydet m;. Télloin kddnnetty prosessi X; on sta-
tionaarinen Markovin prosessi ja sen tilasiirtyméanopeudet ovat

* T4,
4= —_
T

Todistus. Samankaltainen kuin edella.

Huom. Namaé lauseet sanovat ainoastaan, ettd kadnnetty prosessi on markovinen, ei sita etta

se olisi sama prosessi kuin alkuperdinen. Kaantyvyys on erillinen lisiominaisuus.
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Tasapainotodennikdisyyksien ratkaisu kdinnetyn prosessin avulla

Lause. Olkoon X; Markov-prosessi, jonka tilasiirtyméanopeudet ovat ¢; ;. Jos loytyy luvut ¢;;
ja luvut r; siten, etta

> qji=>xq,;, Vi o ja  mg;=mq,; Vi,j ja  Ym=1

al al i
niin 7;:t ovat prosessien X; ja X;" yhteiset tasapainotodennédkéisyydet ja g; ;:t prosessin Xy
tilasiirtymanopeudet.

Todistus:

%g:' T4 = Z quz] = T Z q@j = T Z qi; = Z T34, Vi

J71 Jj#i

Siten ;:t toteuttavat X;-prosessin globaalit tasapainoyhtélot. Liséksi on ¢ ; = m;q; /m; eli
X, siirtymanopeus.

e Lausetta voidaan (hiukan ylldttden) kdyttdd hyviksi sen todistamiseksi, ettd arvattu
jakauma m; todella on tasapainojakauma arvaamalla lisdksi kadnteisen prosessin siir-
tyménopeudet g; ;.

e On todella tapauksia (erdita varsin mutkikkaita jarjestelmii), joissa m;:t voidaan arvata ja
kaanteinen prosessi on melko ilmeinen ja joissa globaalien tasapainoechtojen toteutumisen
suora tarkastus olisi tyolasta.
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Kaintyva Markov-prosessi

Kaannetty Markov-prosessi X;" kayttaytyy alkuperaisen prosessin tavoin, jos silld on samat

tilasiirtyménopeudet. Kaantyvyyden ehto on siten

* — . .
4 = qij

Vi, j

Aikaisemmin ¢; ;:lle annetun lausekkeen perusteella ehto on ekvivalentti seuraavan ominaisu-

uden kanssa

Tidij = Tjdj

Detaljibalanssi

i
b kdantyvyyden ehto

e Detaljibalanssi sanoo, ettd todennékoisyysvirrat minka tahansa kahden tilan vélilla ovat

tasapainossa.

e Detaljibalanssista seuraa vilittomaésti globaalibalanssi eli etté (kokonais)todennékoisyysvirta
tilasta ulos, ©; m;q; 5, on yhtasuuri kuin virta sisaan, >; 7;q; ;.

e Tista seuraa edelleen, etté jos loytyy luvut 7r; siten, etta detaljibalanssichdot ovat voimas-

sa, niin 7;:t ovat systeemin tasapainotodennékoisyydet (normitettuna ¥; m; = 1).

e 'Toisinpain ei ole voimassa, etta globaalitasapainosta seuraisi detaljibalanssi; kaikki Markov-

prosessit eivat ole kaantyvia.
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Detaljibalanssi

{ miq;j = slirtymien ¢ — j frekvenssi »s«@ /\‘@‘//v
Tjqj; = siirtymien j — 7 frekvenssi ‘//v — ,s{
tasapaino
Detaljibalanssichto sanoo, etta prosessissa X; tilojen ¢ ja 7 vélisia siirtymia tapahtuu samalla
frekvenssillda kumpaankin suuntaan.

e Kadntyvassa prosessissa taytyy néain tietenkin ollakin, silld kdannettdessa ajan suunta
siirtymasta ¢ — 7 tulee siirtyma j — ¢ ja painvastoin. Jotta kdannetty prosessi nayttaisi
samalta kuin alkuperainenkin, taytyy siirtymaéafrekvenssien molempiin suuntiin olla samat.
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Puut ovat kiantyvia

Lause: Jos Markov-prosessin tilakaavio on puu, T Tl

niin prosessi on ajassa kdantyvi. :' »Q« #‘ A//'

Todistus. Suorittamalla leikkaus minkéa tahansa \\ ij | x A//'
kahden tilan valiltd puu jakaantuu kahteen \ o ! . ‘Q«
osaan. Naihin osiin sovelletusta tilaryhmien N / //' A//v

valisestd (globaalista) tasapainoehtosta seuraa oL

detaljibalanssi leikkauksessa.

Seuraus: Kaikki SK-tyyppiset Markov-prosessit ovat ajassa kdantyvia.

Esim. M/M/1, M/M/n, M/M /oo, M/M/m/m, ...
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Kolmogorovin kriteeri

Detaljibalanssin muodossa ilmoitettu kdantyvyysehto on sovellettavissa vain, kun tunnetaan
seké siirtymanopeudet g¢; ; etta tasapainotodennakoisyydet ;.

Jalkimmaiset voidaan aina ratkaista, kun g; ;;t on annettu, ja niin ollen detaljibalanssin
voimassaolon tarkistamiseen riittdd tuntea siirtyméanopeudet g; ;.

Voidaan kysyé, onko mahdollista paitella kddntyvyys (detaljibalanssi) suoremmin siirtymé-
nopeuksista ¢; ; ratkaisematta ensin tasapainotodennékoisyyksia. Vastaus on myonteinen ja
tarvittavan paattelyn kertoo seuraava:

Kolmogorovin kriteer:

Olkoon 11,19, ..., %, 11 mika tahansa suljettu sykli tilakaaviossa. Kolmogorovin kriteeri on
taytetty, jos jokaiselle tallaiselle syklille patee

Qivig * Qigsiz """ Qi = Qinyim * Gimim—r " Qin,in
ts. siirtyméanopeuksien tulot syklin yli molempiin suuntiin laskettuina ovat samat.

Voidaan todistaa, ettd Kolmogorovin kriteeri on ekvivalentti detaljibalanssichtojen kanssa ja
niin ollen se antaa riittavan ja valttdmattoman ehdon prosessin kdantyvyydelle.

Seuraus: Koska puumaisessa tilakaaviossa ei ole yhtaan syklid, Kolmogorovin kriteeri on aina

taytetty ja seuraa uudelleen, etté vastava Markovin prosessi on ajassa kdantyva.
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Burken teoreema
Burken teoreemana tunnettu lause sanoo:

M /M /1-systeemissé, jossa poissonisen saapumisprosessin intensiteetti on A,
a) asiakkaiden poistumishetket muodostavat Poisson-prosessin intensiteetilla A,

b) kaikilla arvoilla ¢ sisélld olevien asiakkaiden lukuméérd Ny on riippumaton
ulostuloprosessista ennen hetkea ¢.

Todistus.

a) M /M /1-jono on ajassa kaantyvi. Kaan-

netty systeemi kayttaytyy tasmalleen W
kuten M /M /1-jono.  Alkuperiisen

jonon lahtoprosessi on sama kuin kaan-

netyn systeemin tuloprosessi, joka ollen poistumiset vy y | | S;?meet
identtinen alkuperiisen systeemin tu- saapumiset 3 et f poistumiset

loprosessin kanssa on Poisson-prosessi
intensiteetilla \.

b) Alkuperdisen prosessin ldhtohetket ennen hetkeéd t ovat kiddnnetyn prosessin tulohetkia
ajan t jalkeen. Koska kyseiset tulohetket muodostavat Poisson-prosessin, on sen kehitys
hetken ¢ jalkeen riippumaton kaikesta menneestd, mm. Ny:n nykyisestéd arvosta.



J. Virtamo 38.3143 Jonoteoria / Ajan kaanto 12

Burken teoreema (jatkoa)
Seuraus 1

Tarkkailemalla M /M /1-jonon lahtohetkid ei voida paételld mitdén siitd, montako asiakasta
systeemissé talla hetkella on.

e Jos ulostulossa on havaittu ry6ppy, niin jonossa todennakoisesti on ollut tavallista en-

emman asiakkaita, mutta siitd, montako asiakasta sielld nyt viela on, ei saada mitaan
tietoa.

e Ulostuloprosessia tarkkailemalla ei myoskddn saada selville keskim. palveluaikaa 1/ .

Seuraus 2

Avoimessa jonoverkossa, joka lisdksi on asyklinen (ei takaisinkytkentasilmukoita) kaikki jonot
ovat riippumattomia M /M /1-jonoja.

e Jonojen tulovirrat ovat todellisia Poisson-virtoja.
e Syottavien jonojen nykytilat ovat riippumattomia aikaisemmista lahtoprosesseistaan, joista

syotetyn jonon nykytila yksinomaan riippuu.

Huomautus

Burken teoreema pétee myos M /M /m- ja M /M /oco-systeemeille.
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Esimerkki: Tandem-jono

e Riippumattomat eksponentiaaliset palveluajat.

A A A
e Ensimméinen jono on tavallinen M /M /1-jono. — _ 1 @D\—’ il @;\—’
Exp(u+) Exp(uy)

e Burken teoreeman mukaan sen ulostuloprosessi
on Poisson-prosessi.

e Siten myds jono 2 on M /M /1-jono.
e Jonon 2 tila Ny hetkelld ¢ riippuu vain saapumisista ennen hetkea ¢.

e Burken teoreeman mukaan ko. saapumisprosessi (= jonon 1 ldht6prosessi) ennen hetked
t on riippumaton jonon 1 tilasta hetkella ¢.

= N; ja Ny ovat riippumattomia

P{N1 =i} = (1—pi)pi, p1 =\
P{N2 =j} = (1 —p2)p3, p2 = N/ 12

P{N1 =i, Ny = j} = (1= p1)(1 — p2)p 3
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Kaintyvin prosessin katkaisu

Olkoon X; kéantyva Markov-prosessi, jonka tila-

avaruus on S ja jonka tasapainotodennékoisyydet A//v v a
ovat ;. Kéantyvyys tarkoittaa sitéd, ettda detaljibal- ) 1
anssichdot ovat voimassa. /

Olkoon &’ tila-avaruuden osajoukko. Tarkastellaan .VQA |

katkaistua prosessia X/, jolla

g =% BIES
b 0, muuten

Oletetaan lisdksi, ettd X, on pelkistyméton. Télloin prosessi X] on kddntyva ja sen
tasapainojakauma on

/_ . .
= > 7, ts. P{X' =i} =P{X =i|X € 5}

Todistus: Sijoitetaan 7r; yritteend prosessin X, globaaleihin tasapainoyhtdloihin. Nahdéén heti,
ettéd ne toteutuvat kaikille tiloille ¢ € S, koska poistuneiden transitioiden nettovirta kuhunkin
tilaan on nolla. Todennékoisyysjakauma saadaan (uudelleen)normittamalla jakauma kaikkien
tilojen j € &' yli.

Huomautus. Katkaisuperiaate on kaytannon sovelluksissa téarkea.
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Kiantyvin prosessin katkaisu (jatkoa)

Esim. 1. Aikaisemmin on useasti todettu, ettd SK-prosessin (kddntyval) tila-avaruuden tekem-
inen #arelliseksi aiheuttaa ainoastaan jakauman katkaisun ja uudelleennormituksen:

M/M/1/K —jono, M/M/m/m , M/M/m/m/n
Katkaistu geom.  Erlang, katkaistu Engset, katkaistu

jakauma Poisson-jakauma  binomijakauma
Esim. 2. Kaksi M /M /1-jonoa, joilla yhteinen " @
puskuritila oyl -

Oletetaan ensin, ettd muistitila on dareton.
Talloin jonot ovat taysin riippumattomia.

P{Ni =i} = (1—pi)pi
P{Ny =j} = (1— p2)p?

P{N1 =i, Na = j} = (1 — p1)pi(1 — p2)
Prosessit N7 ja Ny erikseen ovat kaantyvia.
On helppo osoittaa, ettd myds yhteisproses-
si (Np, No) on kddntyva (harjoitustehtava)

eli ettéa yllaoleva yhteisjakauma toteuttaa de-
taljibalanssiehdot.
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Kiantyvin prosessin katkaisu (jatkoa)

Esim. 2. jatkuu. ..

Adrettomin kapasiteetin - systeemissi  tilatodennikoi- N2
syydet ovat tulomuotoiset (jonojen 1 ja 2 reunajakaumien C
tulo)

Kun muistitilalla on &arellinen kapasiteetti C, tapahtuu
kuvan mukainen tila-avaruuden katkaisu.

Katkaistussa tila-avaruudessa S’ tilatodennéakoisyydet C
ovat samaa muotoa kuin ennenkin.

. . a- Py - P2, Z+]§C
P{lel,Ngzj}: .
0, muulloin

missa a on normitusvakio
1

_§§pi-p‘%

i+j<C

a

Huom. Vaikka ratkaisu on tulomuotoinen alueessa &', se ei ole sitd kaikilla arvoilla i, j =

0,1,2,.... Jonot eivit ole riippumattomia vaan riippuvat rajoitusehdon kautta.
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Kiainnetyn prosessin kiytto jono-ongelmien ratkaisussa
Esim. Tehty tyo M /M /1-jonossa

M /M /1-jonossa palveltavana olevan asiakkaan tekeméton tyo on eksponenttijakauman muis-
tittomuudesta johtuen Exp(u)-jakautunut ja riippumaton jononpituudesta.

Asiakkaan jo saama palvelu eli tehty ty0 Z sen sijaan korreloi jononpituuden kanssa: jos
palvelu on kestanyt kauan, on todennakoista, etta jonoa on kertynyt paljon.

Ajankédantotarkastelulla voidaan kéitevisti johtaa Z:n jakauma ehdolla, ettd jononpituus on
N =n.

Viereinen kuva esittaa tyypillistd jononpituuden kehit- N

tymista n
e Siitd hetkestd alkaen, kun nyt (hetkelld 0) palvelta- 4|—|7

vana oleva asiakas pédsi palveluun, N; on kasvava

\4

(ei-vdhenevd) ajan funktio; koska palvelu jatkuu, sys-

teemista ei tapahdu poistumisia. z
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Esim. Tehty tyo M /M /1-jonossa (jatkoa)
Saapumishetken suhteen on kaksi mahdollisuutta:

a) Asiakas tuli tyhjdén systeemiin.

Kéadnteisessé ajassa hetki Z on hetki, jolloin sisélla olevat
n asiakasta ovat poistuneet

Z ~ X1+ Xo+---+ X,
X; ~ Exp(p), 1=1,2,...,n
= 7 ~ Erlang(n, u)
b) Asiakas tuli jonoon: palvelun alkuhetki —Z on edellisen
asiakkaan poistumishetki.

Kéaanteisessa ajassa hetki Z on ensimmaisen asiakkaan
saapumishetki

Z ~ Exp(A)

18
N
l—l—lin
t
z
N
‘\_l—‘ ’
t
z

Kéaanteisessa ajassa tarkasteltuna alkutilasta N = n lahtien systeemista tapahtuu poistumisia

Exp(p)-véliajoin ja saapumisia Exp(\)-véliajoin. Systeemi joko tyhjenee ensin kokonaan tai

tulee uusi saapuminen. Se, joka tapahtuu ensin, ma#raa ajan Z:

Z ~min(X,Y), X ~ Erlang(n,u) Y ~ Exp(A); X ja'Y riippumattomia



